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本 五 阐述 样 条 边界 元 法 及 其 应 用 ， 共 十 二 章 。 内 容 包 括 样 条 边界 元 法 的 
薄 本 康 性 和 基本 方法 ， 以 及 其 在 人 势 \ 弹 性 力学 \ 板 壳 \ 热 弹性 、 振 动 ,几何 非 
线 竹 \ 衬 料 非 线性 ,断裂 力学 ,接触 ,电磁 场 , 地 应 力 及 工程 结构 等 问题 中 的 应 
用 。 闷 中 既 有 理论 分 析 ， 又 有 应 性 实例。 大 量 计算 结果 表明 ， 样 条 边界 元 法 
是 很 有 发 展 前 途 的 方法 。 

木 节 对 固体 力学 ,结构 力学 ,流体 力学 ,计算 力学 ,土建 ,水 建 ,桥梁 ,航空 、 
船舶 ,采矿 \ 地 下 工程 及 机 械 工程 等 专业 的 研究 生 \ 大 学 高 年 级 学 生 、 教 师 \ 研 
- 究 人 员 \ 工 程 技术 人 员 都 适用 。 对 学 理科 的 有 关 人 员 也 有 参考 价值 。 


前 言 


在 实现 四 个 现代 化 的 过 程 中 ， 各 行 各 业 都 有 许多 重要 的 工程 
建设 项 目 。 在 这 些 工程 的 设计 中 包含 许多 复杂 的 力学 问题 ,例如 : 
C 1 ) 了 矿山 工程 中 的 竖井 ,国防 工程 中 的 导弹 发 射 并 ,生命 线 工程 : 
中 的 管道 …… 需 要 考虑 圆柱 过 体 与 周围 介质 的 动力 相互 作用 ， 
《 2 ) 在 地 下 工程 中 ， 要 确定 地 应 力 问 题 ， 它 直接 影响 着 地 下 工 
程 的 设计 及 施工 ，( 3 ) 在 水 利 及 水 力 发 电工 程 中 , 设计 坝 体 
财 ， 要 考虑 水 与 坝 的 耦合 作用 ， 土 坝 渗流 问题 ;〈 4 ) 在 船舶 工 
程 、 建 筑 工程 、 桥 粱 工程、 机 械 工程 、 海 洋 工程 及 航空 豚 天 工程 
中 ， 都 含有 板 这 问题 、 断 裂 问 题 及 流体 力学 问题 ，( 5 ) 在 各 种 
工程 中 ， 都 含 弹性 力学 问题 、 塑 性 问题 、 热 应 力 问 题 、 振 动 FJ 
Ш; Ç 6 ) 在 电气 工程 中 ， 需 要 对 电磁 场 进行 分 析 ; ( 7 ) 在 医 
学 工程 中 ， 含 有 心脏 力学 、 颅 骨 损伤 、 腰 养 劳损 及 生物 流体 力学 
……… 因 为 这 些 力学 问题 的 理论 分 析 是 非常 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 . 
的 ， 因 此 只 得 采用 数值 方法 。 目 前 常用 的 数值 方法 有 下 列 几 种 ， 
差分 法 ; 有 限 元 法 ; ARRA: 加 权 残 数 法 ， 样 条 函数 方法 和 边 
界 元 法 。 

边界 元 法 是 近 二 十 年 来 在 边界 积分 方程 解法 及 有 限 元 法 的 基 
础 上 发 展 起 来 的 一 个 数值 方法 。 这 个 方法 的 主要 优点 是 适用 范围 
广 ， 所 需要 的 输入 数据 简单 ， 精 确 度 高 ， 能 解决 有 限 元 法 难以 解 
决 的 问题 。 边 界 元 法 可 以 将 三 维 问题 化 为 二 维 问题 ， 将 二 维 问题 
化 为 一 维 问题 。 如 果 选 择 适 当 的 函数 表示 边界 未 知 量 ， 则 三 维 问 
题 可 以 化 为 一 维 问题 。 对 于 无 限 域 问题 ， 用 边界 元 法 解 等 也 非常 
有 效 。 由 于 边界 元 法 有 上 述 优点 ， 因 此 目前 国内 外 对 这 个 方法 的 
研究 日 益 增 多 ;应 用 日 益 广 泛 。 在 国际 上 ， 自 1978 年 开始 ЖА 
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1987 年 已 召开 了 九 次 国际 边界 元 法 会 议 ， 在 国内 ，1985 年 召开 了 
第 一 届 全 国 工程 中 的 边界 元 法 会 议 ， 并 决定 1988 年 在 南宁 召开 第 
二 届 全 国 工程 中 的 边界 元 法 会 议 。 对 边界 元 法 的 研究 虽然 时 间 不 
长 ,但 已 有 很 多 成 果 。 边 界 元 法 也 有 自己 的 缺点 ， 需 要 进一步 研 
究 和 开发 。 近 几 年 来 ， 作 者 在 上 述 方法 的 基础 上 ， 提 出 一 个 梓 条 
边界 元 法 。 这 个 方法 程序 简单 ， 输 入 数据 少 ,内 存 少 ,适应 小 机 解 
大 题 ， 比 一 般 边 界 元 法 优越 ， 是 一 种 经 济 有 效 的 方法 。 

本 书 共有 十 二 章 ， 第 一 瘟 主 要 介绍 一 些 与 样 条 边界 元 法 有 关 
的 基本 概念 ， 作 为 台所 本 书 所 述 方 法 的 一 个 基础。 

第 二 童 主要 介绍 建立 边界 积分 方程 的 方法 。 建 立 边界 积分 方 
жаны he 有 三 种 ， 第 一 种 是 利用 偏 微 分 方程 的 基本 解 ， 第 

是 利用 偏 微分 方程 的 完备 解 ， 第 三 种 是 利用 柯 西 积分 公式 。 
pd сил hs se 
狗 域 积分 化 为 边界 积分 的 方法 。 

第 三 章 主要 介绍 位 势 问题 的 样 条 边界 元 法 。 在 工程 中 ， 许 多 
僻 题 可 归结 为 位 势 问题 ， 例 如 ， 热 传导 问题 ， 渗 流 问 题 ， 动 水 压 
力 问题 ， 转 扭 问题 及 电磁 场 问题 。 利 用 样 条 边界 元 法 计算 位 势 问 
题 非常 简 医 。 

第 四 章 主要 介绍 弹性 力学 问题 的 样 条 边界 元 法 。 在 工程 中 ， 
许多 问题 可 归结 为 求解 弹性 力学 问题 ， 例 如 ， 坝 体 应 力 分 析 ， 岩 
体 地 应 力 问题 ， 断 裂 力 学 问题 ， 地 下 结构 问题 及 固体 的 接 АШЫ 
题 。 本 章 列 有 空腹 重力 坝 的 计算 例题 。 

第 五 章 主 要 介绍 板 光 的 样 条 边界 元 法 。 在 许多 工程 中 都 有 板 
过 问题 ， 例 如 ， 油 铅 、 水 池 、 桥 梁 、 建 筑 、 水 利 、 船 般 、 飞 机 、 
海洋 工 程 等 都 含有 版 壳 。 本 章 介绍 的 内 容 包括 开 孔 板 壳 、 中 厚 板 
及 海光 的 孔 边 应 力 集中 问题 。 | 

第 六 章 主要 介绍 热 弹性 问题 的 样 条 边界 元 法 。 热 应 力 现象 普 
遍 发 生 在 工业 建设 及 国防 建设 中 ,许多 工程 设计 需要 考虑 热 应 力 
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向 题 ， 例 如 核电 站 、 火 稍 、 超 音速 飞机 、 大 型 水 坝 及 大 跨度 桥梁 
的 设计 ， 都 需要 考虑 热 应 力 的 影响 因素 。 随 着 我 国 四 个 现代 化 的 
发 展 ， 热 应 力 问题 的 分 析 越 来 越 显 得 重要 。 

第 七 章 主 要 介绍 振动 的 样 条 边界 元 法 。 振 动 现象 普遍 发 生 在 
自然 界 。 在 工程 设计 中 ,许多 工程 结构 不 仅 要 作 静 力 分 析 ， 而 且 
还 要 作 动 力 分 析 ， 例 如 ， 高 层 建筑 要 劳 虑 地 震 和 风 振 的 影响 ， 大 
型 水 坝 归 考虑 地 震 的 影响 ， 桥 梁 工 程 不 仅 要 考虑 地 震 的 影响 ， 而 
且 还 要 考虑 桥 上 动 荷载 的 影响 ;国防 工程 要 有 防御 能 力 ， 必 须 考 
虚 炸 弹 及 核武 器 攻击 的 影响 。 

第 八 剖 主 要 介绍 几何 非 线性 问题 的 样 条 边界 元 法 及 摄 动 一 一 
样 条 边界 元 法 。 

第 九 章 主 要 介绍 塑性 问题 的 样 条 边界 元 法 。 塑 性 问题 是 一 个 
材料 非 线性 问题 ， 普 遍 发 生 在 工业 建设 及 国防 建设 中 。 如 果 在 工 
程 设 计 中 考虑 塑性 因素 ， 则 可 以 挖掘 材料 潜力 ， 提 高 结构 承载 能 
力 ， 使 工程 经 济 合理 和 安全 可 靠 。 

第 十 章 主 要 介绍 各 种 方法 的 联合 应 用 。 各 种 方法 都 有 自己 的 
优 缺 点 ， 在 实际 工作 中 可 以 将 各 种 方法 相互 配合 应 用 。 例 如 ， 有 
假 元 一 样 条 边界 元 法 ， 解 析 解 一 样 条 边界 元 法 。 这 样 可 以 发 扬 优 
点 ， 和 避免 缺点 。 杂 交 出 优势 。 

第 十 一 章 主要 介绍 热传导 问题 的 样 条 边界 元 法 ， 不 仅 对 热 传 
导 问 题 及 扩散 问题 适用 ， 而 且 对 波动 问题 也 适用 。 

第 十 二 章 主 要 介绍 几 个 应 用 问题 ， 包 括 断 裂 力 学 问题 ， 接 触 
问题 ， 电 磁场 问题 ， 思 对 称 兴 性 体 问题 ， 流 体 与 固体 耦合 动力 问 
题 ,加 柱 厚 党 与 岩 土 介质 耦合 动力 问题 ,结构 与 地 基 的 相互 作用 ， 
电磁 场 与 固体 的 耦合 问题 及 扁 壳 的 简化 计算 方法 。 

本 书 取材 主要 是 作者 自己 的 研究 成 果 。 这 些 成 果 大 多 数 在 国 
内 外 已 公开 发 表 ， 反 应 很 好 ， 有 的 还 获得 优秀 科研 成 果 奖 。 

样 条 边界 元 法 应 用 很 广 ， 对 弹性 力学 、 塑 性 力学 HR 裂 J; 
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-学 、 板 这 力学 、 崇 体力 学 、 地 质 力 学 、 生 物力 学 ,流体 力学 、 电 磁 
场 , 热 传 学 ,结构 动力 学 及 各 种 工程 中 的 力学 问题 等 方面 都 适用 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 得 到 国内 许多 老 前 辈 和 同志 们 的 热情 
关怀 和 大 力 支持 ; 在 本 书 的 出 版 过 程 中 ， 得 到 广西 区 教委 会 、 广 
西 综合 设计 院 、 广 西 力学 学 会 、 广 西 科学 技术 出 版 社 、 工 程 力学 
杂志 社 及 广西 大 学 印刷 厂 的 热情 帮助 和 大 力 支持 ， 现 借 此 机 会 表 
示 圳 心 的 感谢 。 

由 于 作者 水 平 有 限 ， 时 间 仓促 ， 错 误 和 缺点 在 所 难免 ， 请 读 : 
者 帮助 指正 。 

R R 
1987 年 9 月 于 广西 大 学 
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第 一 章 基本 概念 


本 章 主要 介绍 一 些 与 样 条 边界 元 法 有 关 的 基本 概念 ， 作 为 党 
担 本 书 所 述 方法 的 一 个 基础 。 


81.1 样 条 边界 元 法 


科技 问题 中 的 边界 积分 方程 可 归结 为 下 列 积分 方程 ， 
uCP) +6 Р, us)ds=f(P) (1.1) 


ЖР, ССР,5) 及 f (了 ) 都 是 已 知 函数 ，s 为 边界 曲 ПД ЖЕ 
£ P 是 边界 厂 上 的 任 一 点 ，u(s) 是 边界 未 知 函 数 。 
积分 方程 ( 1,1) 的 精确 求解 是 很 困难 的 ， 本 书 采 用 数值 积 
疮 法 进行 求解 1。 为 此 ， 在 边界 下 上 作 二 个 均 多 分 划 ( 国 1 1): 
`$5<5,<5,<++<з, 
S =S +ih, 
h=s,ai =s =1/М№ 
R, ALRT WAK: sH 
WREE i RME у i= 0， 
1，2，… No 
A (1.1) HRTAN B Fe 
RARE. BB 


x 
и(5) = n u, ó,(s) . (1.2) 


将 式 (1.2 ) 代入 式 (1.1) 可 得 ， 


x 
u(P)+ > 


t=0 


(J-P з, (045) u, = {Ру 


С1.3> 
Җир и, =u(st); ф,(5) H ВВОД, ЕЖЕ 8 
1.2 及 $1.3 中 有 所 介绍 ， 详 见 文 献 ' 2]。 
如 果 设 P=sy (7=0，1，2，…，N)， 则 式 (1.3》 
可 变 为 


(ss) + E Himfy) (1.4) 
j=0;,1,2, N 
Ah Huf Сс, 226, Сз C1.5) 
SC 1.5) 可 以 用 数值 积分 法 进行 计算 ， 一般 采用 高 斯 求 
积 公式 计算 。 由 式 (1 。 4 ) 可 得 
CAJ(u)= (f) C 1.6) 
ХИР {uh=Cu, u, u, = uy)? 
{f} =C f(s0) f(s1) Fesa) … Ру) ]7 
[A)=CIIJ+CH) Сї? 
(H)=C(C H i, ) 1,1=0,1,2,+—./ (1.8) 


其 中 [了 JACN+1) (N+1 ) 的 单位 矩阵 。 
[4] 是 一 个 (N+ 1) C N+1) BEBE o Ар ЕВА, 
С 4 ] 是 一 个 非 奇 异 矩 阵 。 因 此 ， 式 (1 .6 ) 有 了 唯一 的 解 。 科 
用 式 (1 .6 O 3RH (u) 后 ,由 式 (1.2 ) 很 容易 求 出 边 界 积 
分 方程 式 (1 .1 ) 的 解 。 我 们 把 这 个 方法 称 为 样 条 边界 元 法 。 计 . 
算 结 果 表 明 ， 样 条 边界 元 法 是 一 个 经 济 有 效 的 方法 。 


2 


51.2 B 样 条 函数 


因为 样 条 边界 元 法 与 也 样 条 函数 有 关 ， 因 此 本 节 介绍 B Ж 
条 函数 的 一 些 基 本 概念 ， 作 为 掌握 样 条 边界 元 法 的 一 个 基础 。 
n В 样 条 函数 可 以 利用 下 列表 达 式 确定 和 2 
КЕН .( ntl 1 J 
Pa = 55-1) ("21 ) (x+ "1А ) /ma 
C1.9) 


ка n+1 (n+1)1 ` z 
Җир (СР =й сч? ksi = 01 1. 


4 п= 1 时 ， 由 式 (1.9 ) 可 得 : 


ses (cp (e+ (есь, 


= (х+1),-2х,+ (х-1). 


曲 此 可 得 
1+х, хЄСс-1,0) 
Ф,(х) = 1-х, хЄС 0, 1) 
0 ， 1x|>1 


Yi1(*) 称 为 一 次 B 样 条 函数 ， 它 的 曲线 形状 如 图 1.2a 所 示 。 
当 n= 2 时 ， 由 式 ( 1 .9 ) 可 得 ， 


nos HOEG 
007-006-901 
eDi (e Disa (op: 
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=] 


| ж хє[-3 
(2) а 9), 4] 
I 1 


а(х) ВВА К, ун ЕКА 1.25 所 示 。 
当 n= ЗВ, 001.9) 可 得 ， 


ps (x) = [овора 1)2+6х}- 405-1); 


由 此 可 得 ， 


p= + 


+(x-2)} ] 
91, 
(х+2)°, хЄС- 92, -1 3 
(2+2): -4(х+1)°, хЄс-1, 0 3 
p, (x) = + (2-x)'-4G(-x)2, x€C 0, 1) 
(2-x)°, x€( 1, 2) 
0, [х |>>2 
s(x) 称 为 三 次 B 样 条 函数 ， 它 的 曲线 形状 如 图 1.2c 所 示 。 
卫 样 条 函数 有 下 列 几 个 主要 特性 ， 


С) 分 段 光 消 性 ，ps(x) 是 一 个 分 民 的 次 项 式 。 

(2) ИЧЕ, Pal X) = ф(х). 

(з) ME, pa) ЄС... (=, о), 

(4) REE pO 在 区 间 |- "1, FE] 之 外 证 等 
+. 
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‹5› 可 以 线性 组 合 。 
(6) gn(X+C) 与 pn(X) 之 间 ， 彼 此 只 差 一 个 平移 -:]。 
为 了 今后 计算 方便 起 见 ，p:(x) 可 以 写成 下 列 形 式 ， 


0， x< -— 2 
feros, хЄС-2, = t-J 
pax) = 2.1(х+2)%-3(х+1)%, z€C — 1, 0 3 
(х-1)°, x€( 0, 113 
0, x>1 
(1.10) 


它 的 曲线 形状 如 图 1.2d 所 示 ， 与 图 1.28 只 差 一 个 平移 。 


图 1.2 


如 果 对 于 给 定 的 区 间 5 a, b ] 作 一 个 均匀 分 划 ， 
а=х,<хХ,<Х,<++<х„=Ь 
X =X tih, В=х,ү—х, = (Ь-а)// 


m (8) р, (6) 


ВЕ КВН, WH фл, (х), ЭК 


л 


| 0 жє} ' 

1! x—xç- хЄСх,_,› 5, 2 

х) = 5 6-17 4-2 . 

Piel B] xes% o XEL Xes Xeni] 
Vo, х>%‹ 
1 0， х<х(-, 
Ka; хЄСх,-:› Xe-i) 
(х= X42) —3(X— x 1), 


pa (a) = 1 4 
2h? хЄ{хү-, xi 


) 

| «+17 0). хЄСх,, Xisal 
| 

\9, XZ x, 

(0, ХХ; а 
|(®—х{-)%, хЄСх,-:, Xo) 


|a mataas 
_1 1 хЄСх;-1› X) 
6л? з з 
(x a = XS 405,6) X), 
хЄсх,,х,,1) 
Онза), хЄСх,.1» Xisal 


0, YX 二 Xi+2 


gs (X) = 


-它们 的 曲线 形状 与 图 1.2 相同 ， 只 差 一 个 平移 。 
本 节 对 B 样 条 函数 只 作 一 些 简单 的 介 绍 ， 详 细 内 容 见 文 
МА 2 ]。 
$1.3 AX 


如 果 在 边界 上 作 一 个 均匀 分 划 ; 
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S <s <s; <= <s, 

si=sot+ih, h=s. Ë —-s e= 1/ № 
则 边界 未 知 量 可 用 ”次 如 RAZOR EE "。 本 节 以 三 次 以 下 
的 8B 样 条 函数 为 例 来 说 明 。 


(一 ) 利用 一 次 卫 祥 条 未 数 表示 边界 未知 Ж 
设 w 是 s=ss 的 边界 未 知 量 的 值 ， 则 


u= рэб ф‹(5) = Сфи} (11.1) 
АЧ © {u}= Си, u, u, се uy)” 


(éJ=( Go ó, é, +" фу) 
其 中 ó, (s) Ж—Н5—КВ#Ж Н ЗЕН ЖЕЙК, BD 


ó, (s)=@, (= -) =p (zz -) (1.12) 


由 此 可 知 


[ї? {=] 
ф+(5,) = 
lo, =] 
因此 
(1 0 


СВ) = (ф,(8)2= 


k: J (1.13》 
0 1 Z(N+1)(N+1) 


(二 ) 利用 二 次 阳 样 条 函数 表示 边界 未 知 量 


设 п, 是 边界 厂 上 s, 点 的 边界 未 知 量 , 则 边 界 未 知 量 的 表 
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达 式 可 采用 下 列 形式 ， 


шз) = Yu, (9) = CJt) C 1.142 


式 中 {ире Си, u, u, з uy)" 
(ф7= C Ф, ó, ф += gw 2 


i=0, 1, 2, = N (1.15) 
由 式 (1.15 ) 可 知 ， 
[1> i=j 
ilsi) =0,у= (1.16) 
Vo, {#] 


(s) 的 数值 可 利用 本 章 附 录 的 结果 进行 计算 。 


С = ) 利用 三 次 B 样 条 函数 表示 边界 未 知 量 


如 果 设 ч, 及 wn 分 别 为 5。 点 及 sw 点 的 边界 未 知 КИИ, 
而 a1，4s，…，aw-1 为 任意 参数 ， 则 边界 未 知 量 的 表达 式 可 以 
采用 下 列 形式 ， 


ucs) = agils) = 0908) (1.17) 


式 中 ac=u ау 二 到 xx 
{a}= Cu а, G, + ау, ч JT 
(éJ=( ó, é, é, | és) 
这 里 ó, (s) а 55 =k BF ЖАН ЗЕН Б, HI 
Сф2= Сфз,2 СОЈ k= -1 0,1,2.…,N+1 C1.18) 


R 


ЕЕН 


С1.19) 
СОЈ = іар C (g), CIJ, (hD) (1.20) 
-6 0 1 0 
= Р: = |71 1.21) 
(=l 3 | G А 3 | < 
0 1 . 0 一 6 


2 其 中 CT 了 为 (N11)CN-1 ) 的 单位 矩阵 。 由 上 述 可 知 ， 
CBJ=C ф,,(5;) 2 


1 4 1 
1 4 1 0 
ПЕ ИЕ 
1 
== ЖЕР 1. 
6 (1.22) 
0 141 


(N+1)(N+3) 


如 果 设 44 为 u(s) 在 з, ARIE, ug Жи 2D uls) y BÚ {Е s, 
-点 及 sw 点 对 s 的 导数 ， 则 边界 未 知 量 的 表达 式 可 采用 下 列 形 
Жї 

u(s) =C @s,(s) ICQJHu} А= –1,0,1, 
: 式 中 {чр = Cu, и, u, se Uy и 25 

иу = h( ди/дѕ) , = hug 


N+1 (1,23) 


пуу = h C Əu/Əs ) „= hug 


(О3=С$)7! ‹1.24› 


r ЧЫ! 0 
i3 1 4 1 
(C S3= =! z. UQ (1.25) 
6 
| 0 1 4 1 
| 0 Ri Rs, (N+3)(N+3) 


其 中 А, =Т= -8, R,=7T.=0, =Т= 8 

ж {ар = СА u, u, = uy Ашу 27, MMR, = 
R,=6, R,=-12, 

AC 1.23) 是 边界 未 知 量 表达 式 的 一 般 形 式 。 为 了 获得 定 - 
解 方程 ， 可 以 根据 具体 合 况 对 4o、46 、44 Л н. up, ug VEIE 
当 的 删改 和 调整 ， 使 得 方程 中 的 未 知 量 的 个 数 等 于 方程 式 的 个 
数 ， 并 满足 定 解 条 件 。 如 果 式 (1.23 ) 中 的 {4} 采 用 下 列 形式 : 

{u}= Cug u, uü, + Uy IT 
则 在 式 (1.25) 中 删 去 第 一 行 第 一 列 及 最 后 一 行 一 列 ， 在 式 (1.22) 
中 删 去 第 一 列 及 最 后 一 列 就 适用 了 。 
如 果 边 界 未 知 量 采 用 下 列 形式 ， 


N 
ucs) = Pudi ls) C 1.26 > 


+ 
ејн o= Q| шк 
е 
А: 


s: 
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iS 0, 1, 2, = N (1.27) 
让 此 可 知 。 $s1)=64y (1.28) 


$1.4 广义 函数 


广义 函数 是 现代 偏 微分 方程 理论 的 一 个 重要 工具 ， 对 建立 边 
界 积分 方程 也 非常 有 效 ， 本 节 只 介绍 广义 函数 的 一 些 基本 概念 ， 
不 追求 自身 理论 的 完整 性 。 


(一 ) 8 ж 


i М=Мсх, у, г) K M. =M. С хә, Yos Zo ) Æ E MÑ 
Д 内 的 任意 两 点 ，M。 是 一 个 固定 点 。 如 果 


[> M=M, 
óCM-M, )= (1.29) 
lo, M+M., 
11， M, EQ 
fo M - Mo do= АЎ (1.80) 
lo, MER 
INER C M - M, ) 为 6 函数 。 
如 果 2 (M 7 在 Me 处 连续 ， 则 
fom- Mp MY dn 
12(Mo)， M,EQ 
= (1.31) 


Lo, M, EQ 


н КУА, О 函数 有 下 列 性 质 ， 
(1) 9 函数 是 一 个 偶 函 数 ， 即 
Ó(-x)=Ó(%), 00-х, —у, —z)= (x, у, г) 
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(2) 0х, Xg) =8(х-х,) = (Xo х) 

(3) =# 6 函数 可 以 写成 下 列 形式 : 
8(х—-х,,у—У6,2— 25) =6(Х%— Х,)д(у— Ya) 802-200 

(4) 如 果 设 


G6,9)= | M- М, сМ аа (1.32) 
则 (06,9)= - (ô, дф) (1.33) 
(ò"ô,p)=(-1 )"(д,д”"ф) m>0 1.34): 


CƏ"ó(x— Р),фбх)2=0- 10)" д" ФСР) PER (1.35) 
Ap x= (у, ‚се, Xn) 


д"р= . p ; а+Ь+ = +е=т 
дхедхь 024 
‹ 1.36)” 
(二 ) 广义 函数 
广义 函数 是 指 某 一 基本 空间 上 的 线性 连续 泛 函 。 由 此 可 知 ， 
广义 函数 依赖 于 所 了 下 的 基本 空间 。 
1. 基本 空间 | 


设 R" 是 n 维 欧 开 空间 ，%=(x;，X,，*…，X;) 变化 范围 为 
整个 R" 空间 。 现 在 来 定义 一 个 常用 的 基本 空间 , Vk D È R" |. 
无 穷 可 微 且 在 不 同 有 限 域外 恒 等 于 零 的 函数 g(x) 的 全 体 ， 这 М 
函数 (x) 称 为 基本 函数 。 刀 称 为 基本 空间 іа DCR) 或 
ССА"), 

基本 函数 p(x) 可 以 相 加 和 数 乘 ， 其 结果 还 是 基本 函数 。 因 
此 ， 刀 是 一 个 线性 空间 。 另 外 ， 在 刀 中 ， 如 果 基 本 函数 序列 ; 
{ 9} 的 所 有 pa(%*) 在 同一 有 限 区 域 外 EFE, HE { 9,} Ж. 
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其 各 阶 导数 在 这 有 限 区 域 上 一 致 收敛 于 零 ， 则 这 个 序列 { o, ) 在 
DERAF, іо рн 0 。 这 就 是 基本 空间 D 中 的 收敛 性 。 
由 上 述 可 知 ， 基 本 空间 DD 是 由 所 有 在 R" 中 无 穷 可 微 ， 且 在 
不 同 有 限 域 外 恒 等 于 零 的 函数 9(X) 所 组 成 。 
2. 线性 连续 泛 函 


如 果 在 基本 空间 刀 中 ， 每 个 基本 函数 g(x) 都 对 应 着 一 个 实 
Afp), HRE РУЖЕ. 

( 1 ) 线 性 性 质 。 对 于 任意 两 个 实数 a、P 和 任意 两 个 基本 ER 
ж ф(х), (ч), WA 

(f,agp+ В) = а(],ф) + BCF, E) ф,2Єр (1.37) 

( 2 ) 连 续 性 性 质 。 如 果 基 本 函数 序列 mp Pas es Pra E X 
润 刀 中 趋 于 堆 ， 则 对 应 的 序列 (jp )，(f， фа), s, (f, 
Ф) ТА, W / 称 为 DD 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 。 例 如 


cf, = | fow(x)dx veD (1.38 ) 
在 刀 上 给 定 了 一 个 线性 连续 泛 函 JO) 。 
з. 广义 函数 


DD 上 的 线性 连续 函数 称 为 万 上 的 广义 函数 , 记 为 (f ,gp)。 
SHA (1.32) 及 式 (1.38 ) 对 比 可 知 ，6 函数 是 一 个 广义 函数 。 


(三 ) 广 义 函 数 的 极限 
$ 如 果 对 于 任意 的 基本 函数 ， 广 义 函数 序列 f1，fs，…，/， 


lim (f. Фф) = Cf, p) (1.39) 


出 这 个 广义 函数 序列 收敛 于 广义 函数 了 , 
事实 上 ， 如 果 取 р(х) 为 某 一 个 基本 函数 ， 并 取 G 为 某 一 个 
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区 域 ， 使 得 在 它 的 外 部 Y(x) 等 于 零 ， 这 时 根据 积分 号 下 取 极限. 
的 定理 可 得 ; 
Gap = | родах {сз роо dz =c fe) 
(1.40) 
《四 ) 广义 函数 的 导数 


如 果 函 数 F (x) 连续 且 有 连续 导数 PED, 9p 在 C a,b 
外 为 0 ， 则 可 造 出 如 下 的 泛 函 : 


CE’, p = | Fox) (dz 
Ж F 代表 下 对 x 的 导数 。 利 用 分 部 积分 法 可 得 、 


(Erp) = Fop | -f F(x) p(x)dx. 


=-(F, ф') . (1.41》 
这 是 定义 广义 函数 的 导数 的 基础 。 

设 了 是 基本 空间 忆 上 的 任 一 线性 连续 泛 函 ， 则 

(f p)=- (f, o?) VpEDCR") (1.42) 

由 于 是 无 穷 可 微 的 ，《 f，p ) 有 意义 ， 而 ps>g 意味 着 各 阶 
导数 都 一 致 收敛 于 的 相应 导数 ， 因 此 广义 函数 的 导数 仍然 是 广 
义 函数 。 每 一 个 广义 函数 都 有 导数 ， 故 可 以 定义 高 阶 导 数 。 

在 多 变数 的 情况 下 ， 每 个 广义 函数 对 每 个 独立 变数 х, х, 
ees х, 的 偏 导数 为 


Ct ey 


由 于 广义 函数 的 导数 仍然 是 广义 函数 ， 因 此 可 以 定义 高 阶 导数 ， 
Cf, ру=(-1)"([, orp)，VpEDCR") 
(1.44》 
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油 上 述 可 知 ， 
(1 ) 广 义 函 数 的 任意 阶 导 数 存 在 。 
( 2 ) 广 义 函 数 的 混合 导数 与 它 求 导 的 次 序 无 关 。 例 如 


Of 9 | (1.45) 


Òx, ÒX, OX, OX, 


Жр = p _ 
事实 上 ， әх д, е)= - (27, 2? Oxy -( Oxs 5.) 
= - (24 _9g 
Óx,” Óx, 
“(э > е), veeD CR") 
所 以 式 (1.45 ) 成 立 。 
如 果 我 们 定义 f ,一 /为 (fp) 一 (fgp) 对 一 切 p6EDD 
-成立 ， 则 
lim ( f’, p) = - Па (f, p’) =- Cf, p’) 


= Cf, p) = ( dim fa)’, p) 
(1.46) 


《五 ) 特殊 的 广义 函数 


设 ,1 为 n-1 维 单位 球面 的 表面 积 ，X= CX Xas es 
-Xa ) 代表 R” 中 的 一 点 ， 则 定义 函数 S14 为 5 


Sy = ңе {=1,2,'",л п> (1.47) 
Кф  r=./x,x, (1.48 ) 
BERTA: Sisi =6Cx) (1.49) 


Ah F., = 9F/9x, 。 本 区 采用 重复 相 乘 指标 求 和 的 约定 ( 见 
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§1.6 )。 
现在 定义 一 个 特殊 的 广义 函 券 : 


N =S +M. ї=1, 2, "7 (1.50 
At M, 及 其 导数 是 有 界 的 ， 且 
Me=0 i=l, 266 n (1.51> 
由 此 可 知 : Ni i, = Sei =ó(x) (1.52 > 
ЖГ, 为 R" 中 半径 为 的 球面 边界 Р 
《图 1 . 8 )， 已 点 为 球面 的 中 心 ， 则 对 R 
Ж С 1.50) 定义 的 广义 函数 N ME 
PEDIR") A R m 
lim |, Py р) Г) ` 
图 1.3 
=C(P)p(P) (1.53) 


Apn, (1 =1，2，…7) 是 三 .上 法 向 矢量 在 x, 方向 的 分 
量 。 ， 
证 明 ”把 式 ( 1.50) 代 入 式 ( 1.53 ) 便 得 


Нн =й | 5, Cx- Pyn (Opdr) 
в-0 Ј Га 


+ im р, М: Рп, (х)рбх)аГ (х) (1.54 > 


由 М, 的 性 质 可 知 ; 
IM inip | 和 4<co 
又 因为 当 e 一 0 了 时， 三 .的 面积 趋 于 零 ， 则 


lim | Max- Рәт, Ск) pex) dr) 


-А limf, асо) = 0 
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因此 H=lim Í, $,(х-Рупу(х)ф(х)4Г(х) (1.55) 
ит). 


又 因为 
S(x- р)п,(х) = ао = а 
=e 22 A (1.56) 
On-1E 
UO н-т 1.1) Podr (1.57) 
emo 03-15" Ге 
利用 积分 中 值 定理 可 得 : 


| 1 г 
H=gø Plim- -t az s аГ=С(Р) (Ру) (1.58) 


= на 
Ж СР) = lm. [ar (1.59) 


命题 得 证 。 


81.5 基本 解 


边界 元 法 要 把 微分 方程 定 解 问题 化 为 边界 积分 方程 问题 进行 
求解 ， 在 这 个 变换 过 程 中 ， 微 分 方程 的 基本 解 起 着 很 大 的 作用 。 
因此 ， 本 节 介 绍 基本 解 的 概念 及 求解 方法 。 


(一 ) 基本 解 的 概念 


设 已 知 一 个 线性 微分 方程 
Lu= 0 (1.60 》 
如 果 能 够 找到 一 个 广义 函数 uw* EDR"), 使 
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Lu*= ó (1.61) 

WE, MFR u* 为 微分 方程 式 (1.60) 的 基本 解 。 

微分 方程 的 基本 解 不 是 唯一 的 。 例 如 ， 如 果 u, 是 式 (1.50 》 
KERI, M u* 是 式 (1.60 ) 的 基本 解 ， 则 

L(u,+u*)= Lu, + Lu* = 0 +ó= ó 

如 何 求 基本 解 ? 求 基 本 解 的 方法 有 好 几 种 ， 本 节 通 过 求 
Laplac: 方 程 和 双 调 和 方程 的 基本 解 来 介绍 一 种 求 基本 ЙЕ 的 方 
法 。 


《二 ) Laplace 方程 的 基本 解 


1 。 二 维 问题 
二 维 Laplacs 方程 为 
д?и дш 
дх? ду? 
它 的 基本 解 u* 满足 下 列 方程 
viu*=6M-M,) MEQ (1.63) 
当 M= M, 时 ， 则 上 式 便 变 为 
Vu*= 0 M+M, (1.64) 
我 们 以 М, HO, HA (1.64 ) 化 为 极 坐标 形式 


ү?и = = 0 (1.62) 


д?ц* ди* 1 òu’ 
дт or t rr 0 


并 讨论 式 (1.65a ) ЮКЕ, Юе Бо 3, A 而 式 
《1.654 ) 便 变 为 下 列 形式 ， 
1 А гар 0 


ү?и* = 


=0 (1,650) 


ү?и* = 


r>0 (1.656) 


Eh r=MM。= (хх) + (0-0) 
Җ (1.656) 的 通 解 为 
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u* = A+ Blar C1.66) 
在 式 (1.66 ) hI A= 0，B 可 以 利用 第 二 格林 公式 确定 ， 这 时 
第 二 格林 公式 可 以 写成 下 列 形式 : 


fo (uvtu*—u*tv2u)dOQ = J. («5 - uo Jar 


Wu=1, ， 则 上 式 变 为 


F Sar = fo virado (1.67c ) 
将 式 (1.63 ) RAR (1.670) 便 得 ， 
Ou* 
„5 4Г=1 C1.676) 
因为 讨论 式 (1.65 ) 的 圆 对 称 解 ， 则 上 式 左边 变 为 
ди* бб out "9, 
СӘ dr = f F d = ,ar (Blar)rd0 


= É B rd0=2=B 
. r 


将 上 式 代入 式 (1.676 ) 19 B=1/27. WIERA (1.66) 9 
得 式 (1.62 ) 的 基本 解 ， 即 


u* = "гї" = 一 去 (二 ) 


对 于 二 维 无 限 大 域 ， 可 以 看 作 以 Mv 为 圆心 的 无 限 大 锅 ， 半 
径 为 co。 


2. 三 维 问题 
Zik Laplace YRA 
Ou Ou д? 
vèu rs + gyr + ozr 0 C1.68) 
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它 的 基本 解 е 满足 下 列 方程 : 


Viu*= -6(M-M,) MEQ (1.69) 
У М+М, Ш ЕКИ 
үш = 0 М+М, (1.70) 


我 们 以 M, 为 球 心 ， 将 式 (1.70) 化 为 球 坐 标 形 式 ， 并 讨论 
式 (1.70) 的 球 对 称 解 ， 此 时 uw* 与 9 及 gg 无关 ， 则 式 1.70) 
便 变 为 下 列 形式 ， 
узш" = би )- 0 (1.71) 
式 中 r=MM, = „(х= х,)* + (у-уу) + (2-— 2 ` 
式 (1.71) 的 通 解 为 
=A+B/r r>0 (1.72) 


在 式 (1.72 ) 中 令 4= 0,B 由 式 (1.67a) 确定 ,将 式 (1.69) 
代入 式 ( 1.670 ) 便 得 : 


ди* 
=з 4Г=-1 С 1.73а) 
ЗНО (1.70) 的 球 对 称 解 ， 则 上 式 使 变 为 
|А 人 =- 1 (1,736) 
HA (1.72 ) RAR (1.736) 便 得 : 
f эб Ces -1 сз) 
KF S 是 以 M, AROR £ 为 球 半径 的 面 。 上 式 在 边 变 为 


рае ое 


=-4ЛлВ 
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将 上 式 代 入 式 (1.73c ) 便 得 = 1/4x。 因 此 由 式 (1.72) 可 
得 式 (1.68 ) 的 基本 解 ， 即 
и* = 1 /4лг 
对 于 三 维 无 限 大 域 ， 可 以 看 作 以 M, 为 球 心 的 无 限 大 球 ， 半 
{ео 


《三 ) 双 调 和 方程 的 基本 解 


双 调 和 方程 为 

V44=V2V24= 0 (x,u)€ Q (1.74) 
它 的 基本 解 满足 下 列 方程 : - 

VV’u* = M- M.) (1.75) 
AMAM, Br, WIR (1.75) 变 为 

у2(у?2и*)= 0 (1,76) 
Uh y? 是 laplace 算 子 。 考 虑 式 (1.75 ) 的 圆 对 称 解 ， 则 

v=- -4( 1) (1,77) 


Ф veut 看 成 一 个 广义 函数 ， 则 由 式 〈1.76 ) 可 知 : 


е ї 
ytu’ = ўт!” 
1 d а > S 
нр 到 a(r T )« = 2.18 (1,78) 
HR (1.78) 进行 积分 可 得 ， 
w= (r?lnr-r}) (1.79) 


由 于 《一 r?/8z ) 是 Viu* = 0 的 正则 解 ， 所 以 可 以 将 这 一 
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项 出 去 ， 故 式 〈1.74 ) ， 基 本 解 可 以 采用 下 列 形 式 ， 


te = чт r2jnr (1.80) 
妆 较 域 的 半径 为 时， 则 这 个 圆 域 便 为 二 维 无 限 大 域 。 
微分 方程 基本 解 的 求解 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 可 以 根据 不 
同 的 问题 采用 不 同 的 方法 。 对 于 某 些 方程 利用 广义 Fouicr 变换 
法 比较 方便 。 


81.6 张 量 


张 量 理 论 在 现代 力学 中 也 被 广泛 采用 。. 在 笛 卡 尔 直 角 坐 杯 系 
中 表示 的 张 最 称 为 笛 卡 尔 张 最 ， 这 是 一 种 最 常用 的 张 最 。 本 节 让 
要 介绍 一 些 有 关 笛 卡尔 张 量 的 基本 知识 ， 作 为 掌握 样 条 边界 元 法 
的 一 个 基础 。 


(一 ) 求 和 约定 


1. 指标 符号 
在 笛 卡 尔 坐标 中 ， 如 果 设 x= x:，!= x:，z= xs， 则 物体 任 
Ж Р а х, ， 这 种 记 法 叫做 指标 表示 法 。x, 称 为 指标 
符号 ，i 称 为 下 指标 。 如 果 i 在 x 右上 方 则 称 为 上 指标 。 
2. 爱 因 斯 坦 求 和 约定 
在 同一 项 中 重复 出 现 两 次 的 字母 标号 ， 称 为 求 和 标号 。 它 夫 
示 将 该 标号 按 顺 序 1 ，2 ， 3 轮换 时 所 得 各 项 之 和 ， 这 就 是 求 和 
约定 。 例 如 
G,b,=a,b,+a,b,+a,b, 
G4jb,=a,b,i+a,b,+a,bs (1.81> 


O11=011+022+0ss 
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这 种 在 同一 项 中 重复 出 现 两 次 的 指标 称 为 哑 标 或 伪 标 。 由 于 旺 标 
只 意味 着 求 和 ， 因 此 ， 无 论 采 用 那个 字母 表示 这 个 指标 ， 表 达 式 
都 不 会 改变 ， 例 如 cp; = ab = axb:。 在 同一 项 中 不 重复 出现 
的 指标 称 为 自由 指标 。 在 同一 方程 中 ， 各 项 的 自由 指 标 应 该 相 
Fd, fl 
a,,X +a, XI + G13X3 =b; 
а,,Ху+@Х,+@,уХу=Ь; (1.82) 
as, X; +032X%3 +033%3 = bs 
式 (1.82 ) 可 以 写成 下 列 形式 : 
G x; =b, i, j=1, 2, 3 (1.83) 
з. 导数 表示 法 
在 一 指标 前 加 逗号 表示 对 该 逗号 后 的 所 有 指标 所 对 应 的 坐标 
求 导 数 ， 例 如 
Е,,=дЕ/дх,, Е,,,=д*Е/дх,дх, 


_ ди ди, ‚ ди, 
чо = `дх, + Әх; + дз, 


(1.84) 


利用 求 和 约定 及 导数 表示 法 ， 可 以 简化 各 种 方程 ， 例 如 : 
( 1 ) 弹 性 力学 平衡 方程 可 写成 下 列 形式 ， 
cijyy+bi= 0 i, j=1,:2, 8 
( 2 ) 调 和 方程 V24 = 0 可 写成 下 列 形式 
ux = 0 i=1, 2, 3 
4. 注意 几 点 
(1 ) 哑 标 可 以 替换 。 例 如 ， D. = Dassm= Dissi o 
《 2 ) 唾 标 总 是 成 对 地 出 现在 同一 项 中 。 例 如 ,A ,4x, 的 意义 是 
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不 明确 的 ， 因 此 这 是 非法 的 。 
( 3 ) 一 个 指标 不 能 既是 三 标 又 是 自由 指标 。 例 如 ，44e =b, 
&4А‹у+ Bs 的 记 法 是 非法 的 。 
(4) 不 要 乱用 乘 宕 。 例 如 : 
БСД) VX ха 


(二 ) 克 罗 内 克 8 符号 


克 罗 内 克 ó 符号 的 定义 为 

1, -Aat 
бды = (1.85) 
0, R=l 
CH TIE: 

(1) ó, =Ó, 

(2) Óó,=Óíii tó, +Ó) = 3 (k=1, 2, 3) 

(3) Gungn=Qe (1,85) 


例如 8,2, = 0,12, +д,,@; +61303 =, 
0.0, = 82121, + 8220, + 0.303 =а, 
9,22, = 03191 + 83:0, + 83303 = Gs 
(4) 06, Au Ari (1.87) 
例如 д,„А„„= бду, Au + д, 4+ дуз Аз, = AA, 
GrmAnxe= Ó, Aar ® д: Ав + Ó, As = Aar 
83„4..= 831. Аз + Ó A. +Ó; Аз = Аз, 
МЕ. — ó, A... = Ar: (1.88) 
(5) 9,„д,.= Or ` 
д‹«бүк= Ôr Â= 3 (i,j=1,2,3) (1.89) 
PIMES:  ÔimÔnrÔsn = Ôi n 
A,B;ó, = A.B. , AB ós = A, B; 
А,В,С,д,;5,.: = А,В,С, (1.90) 
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在 张 量 分 析 中 ， 广 泛 地 应 用 克 罗 内 克 4 符号 的 性 质 简化 书写 : 


《三 ) 答 卡尔 张 量 


如 果 有 一 个 矢量 六 ， 它 在 有 共同 原点 的 新 悦 两 个 第 卡尔 坐标 : 
RP, MERD AIA Xis Xas XDR (х{, хх, ху, M|) K. 
些 坐 标 分 量 之 间 有 下 列 关系 ， 

Xi =G.) x; i,j=1, 2, 8 (1.91) 
Ж а, = cos (af, xy) 。 实 际 上 x+ 是 矢量 其 的 分 是， 这 是 
一 阶 张 量 的 例子 。 式 〈1.91 ) 为 转动 变换 公式 。 

如 果 F, 及 下 ;是 两 个 矢量 的 分 量 ， 记 F= FF, ER 

卡尔 坐标 系 中 ， 经 过 坐标 转动 变换 ， 则 有 
Fi = F; F; =0,, Еау. F. =acsarnfFa (1.92) 
实际 上 F 是 两 个 矢量 的 外 积 ， 这 是 二 阶 张 量 的 例子 。 

wR F, F, 及 天 * 是 三 个 矢量 的 分 量 , 记 Fisa FFF us 
在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ， 经 过 坐标 转动 变换 ， 则 有 

Fir =Е ЕЕ; =аџау а, „Е. (1.93) 
实际 上 下 4 是 三 个 矢量 的 外 积 ， 这 是 三 阶 张 量 的 例子 。 

定义 一 个 r 阶 笛 卡 尔 张 量 是 由 3" 个 分 量 组 成 的 量 ， 而 B. 
满足 下 列 变换 关 式 : 

Ее. =mi nipti Ера. (1.94) 
R (1.94) RA r 阶 张 量 转换 定律 Fija 为 了 阶 张 昌 的 分 - 


量 。 例 如 ， 二 阶 张 量 是 一 个 由 3* 个 分 量 F. (i,j=1,2,3) 
组 成 的 量 ， 且 满足 下 列 转换 关系 : 
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"Fi Sasa un | (1.95) 


Җ (1.95 ) 是 二 阶 张 量 转换 定律 。 下 , ,为 二 阶 张 量 的 分 量 。 
如 果 将 式 (1.95 ) ЯЕ а, азе, ， 则 
a¿cajaFi/=acasaay,F,. 

HA G.G; = бдр, 03403 = Qan 

内 此 98,4. =9р03 А; 

故 Аус = 9,5030 AG (1.96) 


式 (1.96 ) 是 二 阶 张 量 逆转 换 定律 。 
可 以 证 明 ，6,， 是 一 个 二 阶 张 量 的 分 量 。 


(四 ) 张 量 代数 运算 


张 量 运算 必须 符合 下 列 原则 ， 运 算 的 结果 仍然 是 张 量 。 本 节 
主要 介绍 张 量 代数 的 基本 运算 ， 内 容 包括 张 量 的 加 法 、 减 法 、 内 
积 、 外 积 和 缩 并 。 


1. 相等 
车 两 个 张 景 4 各 相等 ， 它 们 各 对 应 的 分 量 必须 相 等 ün 
Ау... = B.n... 
2. 加 法 及 减法 
两 个 n 阶 张 量 的 和 或 差 是 一 个 同 阶 的 张 量 ， 它 的 分 量 等 于 这 
蔬 个 张 量 的 相应 分 量 之 和 或 差 。 例 如 ， 设 张 量 C 为 张 量 4 及 张 8 
之 和 ， 则 


Ces. = Аук... Ваа. 


26 


张 量 4 与 数 相 乘 ， 产 生 一 个 新 的 张 量 吕 ， 它 的 分 量 为 Bx 
=АА, у i 


4. 外 积 | 

一 个 mm 阶 张 量 和 一 个 # 阶 张 量 的 外 积 是 一 个 m+n ЕЙ, 
它 的 分 量 由 上 述 两 个 张 量 的 各 个 分 量 的 乘积 组 成 。 例 如 ， 如 果 有 - 
一 个 一 阶 张 量 和 一 个 二 阶 张 最 的 分 量 分 别 为 B. 及 Tys， 这 两 个 : 
张 量 的 外 积 应 该 是 三 阶 张 量 ， 它 的 分 量 为 

Piir=B:T ak isj,k=1,2,3 

证 明 因为 Bf= as В., Th =a,aaT,, 
因此 Pi = B; Th =aasa;a,jB,T,, 
由 此 可 得 Plj=aiQymaenPimn 
故 Pej 是 一 个 三 阶 张 量 。 

如 果 有 一 个 二 阶 张 量 和 一 个 三 阶 张 量 的 分 量 分 别 20 Е, у М. 


Senn， 这 两 个 张 量 的 外 积 应 该 是 一 个 五 阶 张 量 , 它 的 分 量 为 
Руа = Е, 35, 1,7,8,т,п=1,2,3 


5. 缩 并 


如 果 在 一 个 张 量 的 分 量 中 ， 有 两 个 相同 的 指标 ， 对 于 这 相同 
指标 求 和 的 运算 称 为 缩 并 。 例 如 ， 如 果 一 个 三 阶 张 量 的 分 Ж 为 
Bisr， 令 i=7， 则 

Bree=Biret Best Bases Е, (h=1, 2, 9) 
&i=k, W 
Biji=Biji+Baja+ Bajs = F; (j=1,2,3) 
令 7 了 =k， 则 
Biss=BitBisstBiss=F, (i=1, 2, 3) 
由 上 述 可 知 ， 一 个 三 阶 张 量 。 通 过 缩 并 ， 便 得 一 个 一 阶 张 量 ;一 - 
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个 r 阶 张 量 ， 通 过 缩 并 运算 便 得 一 个 r-~ 2 阶 张 量 ， 而 且 一 个 张 
量 的 缩 并 可 以 重复 进行 。 

6. AR 

如 果 两 个 分 量 分 别 为 4,y 及 Bin 的 二 阶 张 量 ， 其 外 积 为 
Су» = Ass Bin 是 一 个 四 阶 张 量 ,将 这 四 阶 张 量 对 不 同 分 量 A 
及 Bis 进行 缩 并 ， 可 得 四 个 内 积 : 


Cisim= АВ, Cusi = AGB... 
Cisim= А.В, Ciri = А.В, 


上 上 述 每 一 个 内 积 的 结果 都 是 一 个 二 阶 张 量 。 
由 上 述 可 知 ， 两 个 张 量 的 内 积 是 将 它们 的 外 称 对 两 个 不 同 分 
量 的 两 个 指标 进行 缩 并 。 二 阶 张 量 C,y = А,В, 的 内 积 为 
С, = А,В, = А,В, + А,В, + АВ, 
这 是 两 个 矢量 的 标量 积 。 


81.7 数值 积分 法 


在 边界 积分 方程 中 ， 边 界 积分 一 般 可 以 写成 下 列 形式 ， 
CG, u) = | GCP, syucsydr (1.97) 


如 果 将 整个 边界 分 为 MM 个 边界 区 域 ， 则 式 ( 1.97 ) 可 变 为 下 
IWER: е 


CG, u) = > | GCP. зущз4Г 1.98) 


如果 设 
СС, ч) „= | e, s)u(s)d] (1.99) 
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则 «С, u) = Ù (бшу, (1.100) 
m= 1 


式 (1.99) 可 利用 数值 积分 法 的 各 种 求 积 公式 进行 离散 。 下 
面 介绍 几 种 具体 做 法 ， 供 大 家 参考 。 
(=) 第 一 种 方法 
如 果 将 边界 Г, 分 为 № у, АБК 《1.99 ) 可 变 为 
(G, ш) „= Б АСР, SUCS Dhim C1,101> 
式 中 z= Wun。 如 果 设 P=s， Cj=0, 1, 2, =, N), W 
式 (1.101 ) 便 变 为 
ЄС (G, u) ), = h, (G3,, (23, (uy, (1.102): 
式 中 (GJ),=( G(s;, Si) Jn j=0,,2,,N (1.103) 
СА, = diaB( Zo, Ais Års *, 2,) 
(uy, = [6 uo u, uy u, 23” 
其 中 ¿, 为 与 数值 积分 法 求 积 公 式 有 关 的 系数 。 例 如 ， 对 于 E: 
求 积 公式 ，4y 采用 下 列 公式 : 


[5 i=0, z 


= 
1 =l, 2, 59, 2-1 


对 于 辛 普 生 求 积 公式 ，27 采用 下 列 公式 《 z 为 偶数 : 


1/8 i=0, z 
`A =! 4/3 i=1,3,5,%, 2-1 (1.104> 
2/3 1=2，4，6，… 2—2 
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(2) 第 二 种 方法 
利用 三 次 B 样 条 函数 方法 可 得 下 列 求 积 公式 ‘75 о, 


Гоо (а а-л 


һ_‹, 
= 3-5) (1.105) 
ath р) i=0, 1, 2, =, N 
h= (b-a)/N 
f! =01(s:)/os ї= 0, N 


如 果 将 边界 Г Ж 入 等 分 ， 则 利用 式 (1.105 ) 可 将 式 
《1.99 ) 变 为 下 列 形式 ， 


(G, u), = EAG, SOUS Ohn 
1-0 


+H f бүр, sa)u’ Cso) 
=G (P, зу) ч (sy) ] (1.106) 
式 中 2=N, hn=Seri-3t 


бор, 50-160. з =b z (1.107) 
\G(P, s.) i=1,2,=*,z-1 


其 中 GUP, s= GOP, з.) + 1-67 CP, ss) hn | 
G(P, sw)= СОР, зу) -1G (Р, indha J 


(1.108) 
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G’=0G/9s u’ = ди/дѕ 
在 实际 计算 中 ， 可 以 忽略 式 (1.108 ) 等 号 右边 的 第 二 项 。 
如 果 边 界 未 知 量 UCs) MER B ERARA EE, M 
u(s)=[óé(s)l(ay,, 


и (зу=[д/(51{а}„ \ (1.109) 
式 中 Ф052] = Гфз.ЈС0], = -1,0,1,2,%*,Z+1 
ГОЈ, = diag( [g], [I], CA] m (1.110) 


其 中 [站 为 (z- 1X2- RA 矩 阵 。[9] 及 [站 由 式 (1.21) 
确定 。 
将 式 (1.109 ) 代入 (1.106 ) 可 得 : 


[(G,z)]w= Н {а} (1.111) 
RP СН, = А0СС1.041С82,+ [Go]sC4]a[B。] CQ 
(1.112) 


{Gls0550) 0 = O —G(se,s,J 
һ 1051589) 0 % 0 —-GCG,,s,) 


' [G.J]. = сат А es асна (1.113) 
С(5,55) 0 * 0 0з», уууф) 
-1 0 

0 o 0 
[Bi = 1 .i a (1.114 > 

2hn 0 o- 0 O 
210 (z+1)(z+3) 

(=) 第 三 种 方法 

设 #(з)= Pu, ó$,Gs) (1.115 > 
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mi (Gun (|. CPD Adr u пә 


式 中 z= N,,, pels) Ж B %Ж АЖОСУ ЛАП ЗЕ ВАК, 见 式 (1,12)、 
式 (1.15 ) 和 式 (1.27 ) ， 它 们 满足 下 列 条 件 ， 


1 i=j 
$i(s1)= Ó; = f N 
0 i=j 
设 (Gpo | GeP,sy0.( dr (1.117) 
Ж ‹(б,шу„= E (G, ói 0н, (1.118) 
i= 0 


A (1.117 ) 可 以 用 数值 积分 法 的 各 种 求 积 公 式 进 行 计算 。 
如 果 采 用 等 距 结 点 的 求 积 公式 ， 则 


(G,$i)n= 2 Ў AGO SOGO (1.119) 


式 中 s,=s +Ëh, | 


¿=#(saa as oO/n 
其 中 1 为 区 间 [s.s ВО, Л, 为 数值 积分 法 求 积 公式 
的 系数 。 
如 果 采 用 不 等 距 结 点 的 高 斯 求 积 公式 ， 则 


(1.120) 


(Grd n= hn X AGPS) (1.121) 
式 中 = + н, (1.122) 


= 5,5175, 


4 为 高 斯 求 积 公 式 的 系数 。 将 式 (1.121 ) 代入 式 (1.118 ) 
可 得 ， 
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[(G,uy),= С 2,40). (1.123) 
Aip {шы=[ш, u, ú, се u,J' 
CA la = СЯ, 2 #=0,1,2,+°,2; }=0,1,2,+",/ 


(1.124) 
H, = hn Y ACCEDA) (1.125) 
z=Nn 
(79) 第 四 种 方法 
设 ч(5) = Гфз ЈСО, (1.126) 
Зу (G,u)m=(G, Сз: J), [Q1, (uy, (1.127) 


式 中 ирги u, u, зе шуу 


CG ps IDn = |. GDEp Ar (1.128) 


psi= pH) =з, тг (1.129) 


[Q],。= [В]! 
1 1 
0 
[= 1 «б ‹ 
"= % ы a Жад 1.130) 
0 1 4 1 
1 4 


(2+1)(2+1) 
如 果 设 P。= sy(j=0,1,2,…, N), W (1.127) 可 变 为 
[(G,u)),= CA Jatuh (1.131) 
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җе [Ani EQ] (1.132) 
[Ta =| Glss,s)psils)dT] (1.133) 


Җ (1.133 ) 可 以 用 数值 积分 法 的 各 种 求 积 公式 进行 计算 ， 共 中 
包含 高 斯 求 积 公式 、 梯 形 求 积 公式 及 辛 普 生 求 积 公式 。 最 好 用 高 
斯 求 积 公式 。 

本 节 对 边界 积分 的 数值 积分 法 作 了 一 些 介绍 ， 利 用 这 些 方 法 
可 以 建立 边界 元 法 的 计算 格式 。 


§1.8 附录 (重要 资料 ) 
(一 ) Фаг) АЖ 


gn(%*) 的 数值 可 以 利用 式 《1.9 ) 进行 计算 ， 表 1.1 只 列 出 几 . 
个 常用 的 数值 。 


表 1.1 ”gn(x) 的 数值 表 


23/48 1/6 1/48 


(二 ) 基 函数 中 ;(s) 


EPMA REAR Cs) H R (1.12), Ж (1.15) MR 
(1.27) 确定 ， 它 们 的 图 形 如 图 1.4 所 示 。 图 1.4a 为 一 次 卫 
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- 样 条 函数 构成 的 基 函 数 ge(s) 的 图 形 ;， 图 1.40 为 二 次 卫 样 条 
函数 构成 的 基 函 数 $,(s) 的 图 形 ， 图 1.4c 为 三 次 В 样 条 函数 构 
BIRR ó, Cs) 的 图 形 。 由 此 可 知 : 


е. i=j 
Qilsa) = Ó, = б 
0 їж} 
三 次 基 国 数 gt:(s ) 的 积分 为 


[0.62 = 1464/288 
人 ssas= -37/288 


3 
Ѓесоаз= һ/288 


KA 
КЕ арн 
195) 
i ЛХ > 
4-2 4-1 lk sti 42 Š 
| #5) 
9) / \ 
- — - 5 
4-3 62 4 t é+ 6+2 о» 
图 1.4 
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由 此 可 知 ， 在 实际 计算 中 ， 对 $;《s) 的 积分 只 在 [一 1,1] 内 进 
行 积 分 就 行 了 


(三 ) 高 斯 积分 法 
К f(x)dx = УЗ Af) d (1.134) 
-1 &= 4 


SD f(x,y )dxdy = FEA Ах) (1.135) 


ооа 


- Ў “24 АА.) Xr YisZm) (1.136 


其 中 x, 为 积分 点 ，A4 为 积分 加 权 系 数 ， 见 天 1.2 。 
表 1.2 x, 及 А, 的 数值 表 


| x | As 
2 | + 0.577350269189626 1 
=== a y Z 
P ! 0.888888888888889 
i + 0. :774596660241488 | 0.555555555555556 
Р | 0.339981043584856 0.652145154862546 
i * 0. 861136311594053 0.347854845137454 
| o ， 0.568888888888889 
5 | + 0.538469310105683 0.478628670499366 
| + 0.906179845938664 0.2369268856139 
| + 0.238619186083197 0.467913934572691 
6 | + 0.661209386466265 ` 0.360761573048139 
| + 0.932469514203152 0.17132?492379170 
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| 0 | 0.417959183673469 
1 + 0.405845151377397 | 0.381830050505119 
7 | =: 0.741531185599394 | 0.279705391489277 
E C.949107912342759 | 0.129484966168870 


} *0. 183434642495650 0. .362683783378362 | 


士 0.525532409916329 0.313706645877887 
Š + 0.796665477413627 0.222381034453374 
= 0.960289856497536 | 0.101228536290376 
0 | 0.33023955001260 
士 0.324253423403809 ! 0.3123470770400003 
9 2 0.613371432700590 | 0.260610696402985 
士 0.836031107326636 | 0,180648160694857 
: 0.968160259507626 | 0.081274388361574 
+ 0.148374338981631 | 0.295524224714753 
i 士 0.433395394129247 | 0.269266719309996 
10 E 0.679409568299024 | 0.219086362515982 
+ 0.865063366688985 | 0.149451349150581 
Æ 0.973906528517172 | 0.066671344308688 


+ 0.125233408511469 0.249147045813403 

士 0.367831498998180 0.233492536538355 

12 + 0.587317954286617 0.2031167426723066 
+ 0.769902674194305 0.160078328543346 

| 士 0.904117256370475 0.106939325995318 
+ 0.9815634246719 0.047175336386512 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


SERD KIR Га, bJ 的 高 斯 求 积 公式 为 


d 
руа #*4_ у: асо (1,137) 
[ser adsdy 
c-a s= e 2. < ы-ы 
к È Y дА, р) (1.138) 
2 атага 


Ж neeg A 
8 a+b 
Te ° 
2. а-с c+d 
i 
y: 2 Yı 2 


其 中 sis Xa ViM An A 由 表 1.2 确 定 。 
(四 ) 对 数 高 斯 积分 法 


£ 1 К га n 
fiia (4) fa = ус Ad 1,139) 


式 中 x, 为 积分 点 ，A4 为 积分 加 权 系数 ， 见 表 1.3。 
表 1.3 对 数 高 斯 积分 用 表 


i n хь A. | 
| 0.11200880 0.71853931 
]2 ， 0.60227691 0.28146068 | 
аы П 
0.063890792 0.51340455 ! 
3 0.3689706 0.39198004 | 
0.76588030 0.094615406 i 
0.04141848 0.38346406 | 
0.24527491 0.38687532 
i 0.55616546 0.19043513 
0.81898289 0.0392258 
| 0.029134422 0.29°89346 
0.17397721 0.34977622 
s |  0.4170251 0.23448829 
0.67731417 0.09893046 
0.89477136 0.01891155 . 
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10 


0.021634005 
0.12958339 
0.31402045 
0.53855721 
0.75691533 
0.92266884 


0.01671936 
0.10018568 
0.24629424 
0.43346349 
0.53235098 
0.81111862 
0.94084816 


0.01332024 
0.07975043 
0.19787102 
0.35415393 
0.52945857 
70181452 
0.84937932 
0.95832645 


0.0:086934 
0.06498368 
0.16222943 
0.29374995 


Š 0.44663195 


0.60548172 
0.75411017 
0.87726585 
0.96225056 


0.009042594 
0.053971054 
0.13531134 
0.24705169 
0.38021171 


0.00240804 


0.23876366 
0.30828657 
0.24531742 
14200875 
05545462 
010168958 


0. 
0, 
0. 


0.19616938 
0.27030264 
0 
0 


0.11292402 
0.05787221 
0.02097907 
0.00368641 
0.14006846 
0.20977224 
0.21142716 
0.17715622 
0.1277992 
0.078478879 
0.03902249 
0.0138673 


0.12095474 
0.18636310 
0.19566066 
0.17357723 


23968187 

16577577 
0.08894323 
0.03319430 
0.005932787 
0.23752560 
0.22681498 
0.17575408 
0.135969593 x 
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I — 0.52379159 | 0.09364708 


| 0.66577472 | 0.05578794 

10 ， 0.79419019 | 0.02715989 

0.89816102 | 0.00951520 
0.009688477 | 0.00163816 | 


《五 ) 数值 积分 法 
Feodr= 完 | Y Edr (1.140) 
si 


r FPas OdT 


ШЕ 
= [| FOP,,s)ó,(s)d4T" (1.141) 
s 


‹ 


| EPa pOUr 


Sari 
[Rp res)dr (1.142) 
з 


+ ж x № 
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第 二 章 ”建立 边界 积分 方程 的 方法 


边界 元 法 是 一 种 求解 偏 微分 方程 的 数值 方法 。 这 个 方法 首先 
将 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 化 为 边界 积分 方程 ， 然 后 采用 离散 方法 
将 边界 积分 方程 化 为 一 个 代数 方程 组 来 求解 。 因 此 ， 边 界 元 法 与 
边界 积分 方程 有 密切 关系 。 

如 何 建立 边界 积分 方程 呢 ? 目前 有 三 种 途径 : 第 一 种 是 利用 
偏 微分 方程 的 基本 解 ; 第 二 种 是 利用 偏 微分 方程 的 完备 解 ; 第 三 
种 是 利用 柯 西 积分 公式 。 

对 于 第 一 种 途径 ， 目 前 常 采用 下 列 四 种 具体 方法 ，( 1 ) 格 林 
公式 法 ; (2 ) 功 的 互 等 定理 法 ;( 3 ) 加 权 残 数 法 ; (4 ) 间 接 法 。 
还 可 以 利用 虚 功 原理 及 广义 变 分 原理 来 建立 边界 积分 方程 。 

本 章 主 要 介绍 建立 边界 积分 方程 的 方法 。 


$2.1 格林 公式 法 


本 节 以 二 维 Poisson 方 程 为 例 。 科 技 中 的 许多 问题 可 归 为 求 
解 下 列 定 解 问题 ， 


Viu=b QERQ t2.1) 
u= u QET. \ (2.2) 
q=q Qer, / 

式 中 а= ди/дп, Q= (х,у) 


式 (2,1 ) 是 poisson 方 程 ， 式 (2.2 ) 是 混合 边界 条 tk, Q 
REER, TED, + Te 代 表 区 域 9 的 边界 ，" 是 边界 工 的 向 外 法 
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8, звад RTRT eE SAEN 


的 已 知 值 ( 图 2.1 ) 。 y 
对 于 上 述 定 解 问题 ， 可 以 利 = ZA | 
用 第 二 格林 公式 把 它 转化 为 边界 | } : 


积分 方程 。 这 种 建立 边界 积分 方 | | ° 


Ñ 1 
程 的 方法 ， 我 们 称 它 为 格林 公式 от rr 
Е: 2.1 


(一 ) 第 二 格林 公式 


如 果 u 和 v 在 区 域 ( + 矿 ) 上 连续 且 一 阶 连续 可 微 , 在 区域 
“9 内 二 阶 连 续 可 微 ， 则 利用 Gauss 一 Ostragradshi 公 式 可 得 第 二 
хх. 


Í (| (2.3) 


(=) 积分 方程 
设 u 是 一 个 在 区 域内 满足 yV*4= 6 的 函数 ，v 在 区 域内 满 足 
下 列 方程， 


y’v=-ô(P) (2.4) 
: 式 中 6 (P) 是 Dirac 的 56 函数。 满足 式 (2.4) 的 u 称 为 基 本 W, 
记 为 。 对 于 二 维 问题 ， 由 式 ( 2.4 ) 可 得 : 


1 
v= = 21а (7) (2.5) 


: 式 中 r= PW。 因此，w* 在 P 点 处 (r= 0 ) 有 奇异 性 。 
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将 式 (2.1 ) 和 式 (2.4) RAR 2.3) 可 得 ， 
f OSP, QA) =f tacQ аи, Qa) utQ, > 


q*(P, Qa) J dT(Q,) -| ooecP， 994000) (2.6) 
根据 5 函数 的 性 质 可 得 

[#‹0›8‹Р, Q 40009 =u (P) (2.7) 
HR 《2.7 ) RAR (2.0) 便 得 下 列 积分 方程 ， 


UCP) = {CacQ Yu P,Q) -uQ gr P,Q DIAT Q,) 
+f CP) 2.8) 


式 中 SCP) =- [CQ (Р, QDdACQ) (2.9) 


= 9:00.) or =9u*(P, Qo), 
900) пд y l P ©? 05) (2,10) 


( = ) 边 界 积 分 方程 

式 (2.8 ) 对 区 域 2 内 任 一 点 都 适用 。 如 果 边 界 F 上 的 w(Q。》 
йа Q。) 都 是 已 知 的 ， 则 利用 式 〈 2.8 ) 就 可 以 求 出 区 域内 任 : 
一 点 的 u( 卫 ) 值 。 但 是 ， 在 边界 T 上 的 n a 
u (Qe) Жа (Q, ) 只 有 一 个 是 已 知 的 ， AK 
因此 必须 先 求 出 边界 上 的 未 知 值 。 为 
此 ， 将 PP 点 移 到 边界 上 ， 用 P。 表 示 。 
HQ. = Po 有 时， 因为 u* СР,, Q, ) Kq* 站 
СР,, Qo) 有 奇异 性 ， 因 此 ，P。 是 一 o 
个 奇 异 点 。 为 了 在 边界 上 也 能 利 用 式 
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€ 2.8), 我 们 在 边界 上 的 已 ,点 以 2 为 半径 作 一 个 小 圆 弧 (图 2.2)， 
工 中 人 为 任意 小 的 正 数 (e>9 ) 。 这 时 ， 式 (2.8 ) 便 变 为 


“CP ) = j... LaL Qe ur CP,, Q.) 
~uQ)aP,, Qe) Jd (Q, ) 


+ {099,04 Р, Q.) 
00,04 (Ps, Q, Лаг CQ.) 


-[ b Qy СР, Q)dp(Q) (2.1) 


式 中 G 是 贺 弧 及 边界 4P。4 所 围 成 的 区 域 ， 边 界 P,4 =s, 当 s~ 0 
对 ，CG-~0 。 由 积分 中 值 定理 可 知 : 


И Qs dT CQ) 

=а0Р, У, лас 19ar coo) 
2400,9 СМ 《lnlyedg= 0 

Т «СФ оа (Ps, Quy dr cQ.) 


=u CP. 9 Po, Qo) dE CQ.) 


lim 


Роэ Ыз], S hint dr oQ) 


=u (CP) pef, С hnal dr (G, 
«аР. Къ], a) dr a) 
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suc Piy mf oed= -Lu(P) (2.12) 


2л5 


式 中 a 为 让. 的 团 心 角 。 Г. =ае, dT CQ.) =sd9。 
BERTA, е» 0 时, W] (2.11) 可 以 变 为 下 列 形式 : 


ССР, udp,) =| СаСО, уче (P. 0.) 

и.) a C Pas Qo) Jd E (Q, ) +f СР.) (2,13) 
这 就 是 式 (2.1 ) 及 式 ( 2.2 ) 所 示 定 解 问题 的 边界 积分 方程 。 式 
中 

CPs) =1-а/дл= (2r-a) /2r=B/2r (2.14) 

图 2.3 表 示 边界 的 曲线 在 Po 点 处 有 
角 点 。 如 果 边 界 T 的 曲线 在 P, 点 处 是 光滑 
的 ， 则 B= zx， 这 时 由 式 (2.14 ) 可 知 ，C 
< P, ) =1/2。 / a 

HERTA, CCP ) 可 以 由 下 列 公 | Р 


RME: N РА 
Waaa 520 
ССР.) =1 + 82.3 
+], or CP,, Qo) dT CQ,) 2.15) 


由 式 (2.15 ) ят, ССР.) 是 一 个 奇 性 系数 。 
利用 式 (2.13 ) 可 求 出 边界 未 知 景 4《 Q, ) 和 9 (Q, ) , 2% 


u (Q) 和 9 О) 求 出 后 ， 利 用 式 (2.8) 可 求 出 区 域内 任 一 
AKu CP) 值 。 


由 上 述 可 知 ，Poisson 方 程 的 边界 积分 方程 ， 可 以 写成 下 列 
一 般 形式 ， 
CCP)aCP) = | Lacu СР, Q) 
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-u (Q. )q* (P, Qo) Jdr (Q, ) +f CP) ` 02.16, 
式 中 C ( P) 与 P 点 的 位 置 有 关 ， 即 


7 1， РЕКОМ, 

серу = 11 РШГЕН» 
\ 8/2x， P 在 边界 上 且 为 角 点 ， 
Lo,  P 在 区 域 (Q+T ) 外 。 


3Ñ (2,16) 是 以 二 维 问题 建立 起 来 的 ， 对 三 维 位 势 问题 都 适 
用 。 对 于 三 维 问题 ， 基 本 解 为 


ut СР, Q) = 11, (2.17) 
格 杀 公式 不 仅 能 用 来 建立 位 势 问题 的 边界 积分 方程 ， 而 且 还 


可 以 推广 去 建立 其 他 问题 的 边界 积分 方程 ， 包 括 广义 格 W 公式 
Ж, А ; 


82.2 ВЖЖ 


设 定 解 问题 为 
L(g@) =b QEQ (2.18) 
С (вю) =9 ET i 
Н(ф) =ћ her, 4 (2.19) 


式 中 p=g(Q) ，G 为 区 域 D 内 任 -点 ， 即 Q=x= олу, x, 
x, ; LIRMOWT, GE H203 B Aik 算 子 ， 5，5 及 /为 已 
知 函 数 。 对 于 这 个 定 解 问题 ， 可 以 作 下 列 加 权 残 数 表达 式 ， 


[сов -oao=o (2.20) 
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API ARAR. 
利用 分 部 积分 法 可 将 式 《2.20 ) 化 为 


f L*W ) pdQ = f [GHP H*(W Gtp) ] dT 
2 г 


© | Wda €2.21) 
о 


ЗИТ, LAHET, М =2, НС 
=G, H*= H, Wik, s (2.21) 便 变 为 


| LW) pd2=Í 10У, p)dr+ f ewan (2.22 у 
о г о 


R L/W, фу =С(У)Н О) - НСИ) Ср) (2.23) 
如 果 用 式 〈2.18 ) ЕЖА E2 U ВА, BMW =w*， 则 


|Е@®еао= f L сш, фуаг+ f outdo (2.249 
Q r Qo 


APL Cut, p) 为 双 线性 积分 表达 式 ，u* 为 基本 解 ， 满 足下 询 
方程 


L(luw)=6(P) (2.25) 


利用 式 (2.24 ) 可 以 建立 式 (2.18) 及 式 C 2.19 ) 所 示 的 定 
解 问题 的 边界 积分 方程 。 这 种 建立 边界 积分 方程 的 方法 ， 我 们 称 
它 为 加 权 残 数 法 。 

实际 上 ， 利 用 功 的 互 等 定理 或 第 二 格林 公式 C 广义 格 林 公 
RO 也 可 以 建立 式 (2.24) 所 示 的 恒等式 。 由 此 可 知 ， 式 ( 2.24 》 
中 的 双 线 性 积分 表达 式 可 由 功 的 互 等 定理 表达 式 ( 或 第 二 格林 公 
式 ， 或 广义 格林 公式 ) 的 边界 积分 项 确定 。 具 体 作法 见 本 书 以 后 
各 党 。 木 节 主要 介绍 利用 式 (2.24 ) 来 建立 边界 积分 方程 的 大 
ё, I 
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( 一 ) 建立 第 一 个 边界 积分 方程 


因为 бие) =0 
N.= i=1, 2, 8 (2.26) 
则 Llu)=N,,, (2.27) 
由 上 述 可 知 ， 


人 cea9= | Na pdo 
2 a 
>f NinipdT- j Nip dQ (2.28) 
г о 


uha B RT, БЕХ Ci= 1, 2, 3 ) 方向 的 分 量 。 
另外 


人 Ne, dQ = pis NinigdT — f Na eQ 2.29) 


РСЖ МЕР, ЭМЕ 为 的 小 
球 域 ， Fe 是 G 的 边 界 ， 且 Fe= Ts+ 
г, (2.4), ЖГ. ОЖ Ж, 
则 


1а поште Г: эч 


2.4 xmedT- 人 NinipdF (2.30) 
因为 P, 点 不 在 CQ-G) A, W 
[, М№,,.ф00= .EOC (2.315 
-6 


因此 f Midas 人 Мулуфаг- | Near 
| (2.32) 
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当 e-> 0 了 时，G->0，F,>0、 因 此 式 (2.32 ) 便 变 为 
| N p, dQ = J Nana = нт Í NinigdT(2.33) 
a r s>s) Гг 

将 式 (2。33 ) 代 人 式 (2.28 ) 便 得 : 
| L cut y pa9 = limf N npa T (2.34) 
о e= 0) Гв 

由 第 一 意 式 ( 1.63 ) 可 知 ， 
[L Cm) pdQ=CCP>p P> (2.35) 
将 式 (2.35 ) 代入 式 (2.24 ) 便 得 下 列 边界 积分 方程 ， 
CCP)pCP) = | 17 Cut, фуаг+ | obd9 (2.36) 


КОРС CP) H 1.69) 确定 。 对 于 二 维 问题 ， 则 C CP ) 为 


ССРУ «81 |. ar (2.37) 
对 于 三 维 问题 ， 则 C( 书 ) 为 
Серу = Ls) ar (2.38) 


式 中 本, 是 与 9 相交 的 边 界 部 分 。 由 式 (2.37) RA (2.38) 可 
得 : 


| £ PEQ 
C (P> =! В/2т Per (2.39) 
“0 PEQ+T 


( 二 ) 建立 第 二 个 边界 积分 方程 


在 有 些 问 题 中 ， 只 有 式 (2.36) 还 不 能 定 解 ， 需 要 另外 建立 
50. 


一 个 或 几 个 边界 积分 方程 。 为 此 设 


Go) = | L cut yoa9 (2.405 

a 

W f.p) = f L Cam) ао (2.41) 
如 果 设 9=p(Q)-p(CP) (2.42) 


则 由 第 一 章 所 述 的 广义 函数 理论 可 知 ， 


f, p)=-(f, op)=-(/，og )=(9f，9)(2.43) 
f, фә = | Lut) pdQ (2.44) 


因此 由 式 (2,24 ) 可 得 ; 
Јао = f ги (ди, P) dT + | bourda (2.45) 
о 全 о 
під {Lom pda = | L cour, фуаг+ f poutaa 
A r o 


(2.46) 
HR (2.35 ) 两 边 在 已 点 对 #( P ) 求 导数 可 得 ; 


| Сди*уф4О0=С(Рудр(Р)› (2.47) 
将 式 (2.47) 代入 式 (2.46 ) 可 得 下 列 边界 积分 方程 , 
С‹Р)др (Р) -f L’ (дие, Paraf Ьди* 0 (2.48) 
г a 


式 中 9u* 是 xs* 在 妃 点 处 对 nm( 己 ) 的 导数 ， 即 
ди* = ди*/дп ( P > 

9p《 了) 是 pg ( P) 在 P 点 处 对 n СР) 的 导数 ， 即 
ðp (P) =gp (P) /дн Ру) 
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(三 ) 位 势 问 题 的 边界 分 积 方程 
位 势 问题 的 定 解 问题 为 


у?ш=Ь EQ \ 
u=u er, | (2.49) 
q= q er. j 
由 式 (2.3 ) 所 示 的 第 二 格林 公式 可 知 ， 
L’ (и*, u) =uq*-— u*q (2.50) 


将 式 (2.50 ) 代入 式 (2.36 ) 可 得 ， 

СеРуасРә = | tucQ, op, Qe) -a(Q ue 
CP,Q JdT CQ) + 人 oo СР, QV dQ (Q) (2.51) 
式 中 满足 式 ( 2.25 ) 。 对 于 二 维 问题 ，u* 采 用 下 列表 达 式 ， 

а МГ; (2.52) 


加 权 残 数 法 应 用 范围 很 广 ， 对 各 种 领域 都 适用 。 


82.3 完备 解 系 法 


， 设 定 解 问题 为 式 (2.18 ) 和 式 〈2.19 ) ， 利 用 加 权 残 数 法 可 
得 ， 


[zoyeao=- | L w, pyar +f owada (зшщ) 


ЗЕН CW ) = 0 的 完备 解 作 为 权 E 8k, MW =w, WR 
C 2.22 ) 便 变 为 下 列 边界 积分 方程 
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J Ew, фуаг+ | ьо,а0= 0 ‹253) 


REN EME RAAEN Wg 
Y= LW)=0 ` (2.54) 
这 种 建立 边界 积分 方程 的 方法 ， 我 们 称 它 为 完备 解 系 法 。 这 个 方 
法 不 存在 奇异 积分 的 问题 。 
现在 以 二 维 位 势 问 题 为 例 。 设 定 解 问题 为 ， 


Azu=b EQ \ 
u=u ED. r (2.55) 
q= q єг, 2 

ЖП = w дЕ FID Be, 


у= 0 2,56) 
则 式 〈 2.55 ) 的 边界 积分 方程 为 ç 


f сш-аабаГ= fewa. . (2.57) 
式 中 ,对 应 式 (2.50) WEERA 
AAD R To， 则 上 式 可 变 为 f 
Í. аша - [ачааг]. чаа | qu dr 
+ | bwidQ ~ | 55 (2,58) 
о 
Ap а=ӘшӘт а, =дш, [дт 2,59) 


; 由 上 述 可 知 ， 如 果 w :是 已 知 的 函数 ， 则 由 式 С2.58) 可 Ж 
出 边界 未 知 值 4( Q。》 防 9《 Qa )。 当 边界 未 知 值 确定 后 ， 则 区 
域 9 内 任 一 点 P 的 未 知 值 : ( P ) 可 以 用 任 一 种 可 行 的 方法 求 出 
来 。 例 如 ， 边 界 未 知 值 确定 后 ， 可 以 用 式 ( 2.8 ) MZE ДО 内 
任 一 点 4《 Р); 也 可 以 用 下 列 方法 求 区 RAN 的 x P) 值 。 假 
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izu P) 采用 下 列 多 项 式 


«Рэ = 5а, x С (2.60) 
式 中 常数 oj; 由 边界 条 件 确定 。 

HERTA, 完备 解 系 的 关键 是 确定 起 (2。 54) 或 式 (2.56 > 

完备 解 系 。 现 在 来 求 式 ( 2.56 ) 的 完备 系 ， 设 2=x+iy，Zz= 
x-iu, WÑ (2.56) 可 以 变 为 


W _ 61 

аты (2.61) 
它 的 一 般 解 为 А 

И =р(2) +ф(2 ) (2.62) 


Же ( > ) 是 解析 函数 ，p( 2 ) 是 它 的 共 恩 。 解 析 函 数 P (2) 
的 完备 解 系 为 

l, Z, 22, +=, 2", зе y x (2.63) 

式 中 z= Cutiy) "ar" cosng+isinng ) (2.64) 

由 此 可 知 ， 式 ( 2.56 ) 的 完备 解 系 w, 就 是 式 (2.64 ) 的 实 
部 和 虚 部 ， 即 


ш = 1 ,х,у,х® -у?,2ху,х?– 3xy*, 3x y Y°," (2,65) 
或 ш, =r"cosn0, r"sinn0, n= 1, 2, = ‚ (2.66) 


其 中 每 一 项 都 是 一 个 基本 解 ws (i= 1 ，2，… )。 

在 边界 元 法 中 ， 因 为 这 些 完 Awa ане 分 中 是 Щй 
数 ， 只 起 辅助 作用 。 因 此 对 它们 只 要 求 完 备 和 相互 独立 ， 没 有 收 
敛 性 的 要 求 。 所 以 ， 这 些 完 备 解 系 对 任何 几何 形状 的 二 维 区 域 都 
可 以 用 。 O r. `= 

这 个 方法 对 弹性 力学 、 BE. MEDE, келинин 
EH. 
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32.4 HB Aj 
: 设 二 维 位 势 的 定 解 问题 为 


Vu= 0 EQ | 
u=u ED, | 
9= 9 ET: Hice 


利用 复 变 函数 理论 中 的 变换 方法 可 得 ， 


1 2 


24 = 
Vu 45259" 


Rp z=x+iy, 2=х-іу ` 
式 (2.68 ) 的 一 般 解 为 
u=@(2), +ф(2) 
式 中 m ( z ) 是 解析 函数 ，p ( 2) LENKE 


利用 解析 函数 的 理论 可 得 ， ! 
pe 2,9994 | 

ter Р 
Се |, ap dt J 


ШНА ЭЙИ, 
将 式 《2.70 ) 代入 式 《 2.69 ) 可 得 ， 


= С tt) 
ч= ў F ter 


` C2.67 y 


(2.68) 


‚ (2.69) 


(2.70) 


‹2.71) 


这 就 是 式 〈 2.67 ) 的 边界 积分 方程 。 这 种 建立 边界 积分 方程 的 方 


法 ， 我 们 称 它 为 条 西 积分 法 。 
车 规定 4 为 实 函 数 ， 则 式 《 2.71 ) 便 变 为 
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w= Вег 1 | оС) +С Уш] (2.72 > 
лі ЈЕ t-z 


it pı (t) = Фф (t) /2zi (2.73》 
pı Ct) = фб) /27i i 
则 式 (2.72 ) 便 变 为 
us Rep f9: C) + (Эш (2.74》 
AREA h #% О) Ж АЕ з Жел, W 
t=t(s), di=t' (s)ds €2.75) 
pı Ct) =p, [ti(s) ] = У, (5) 
pa Ct) =ф,[+(з) J =W: Cs) | «26» 
Rpt (5) Et Cs) 对 s 的 导数 。 
将 式 (2.75 ) 及 式 ( 2。 76) RAR (2.74 ) 便 得 
Z (s) +0 Cs) , 
ЕО (2,77) 
ди. еди; дч 
又 因为 ж" Ох а, 
sne (1+i)9% nr (а-ә 9 (2.78) 


д2 д? 


=ò А ; G ec) Р 

А q= Кеїп Саг [2 Сезу руз 17 090451 
(2.79) 

Ж (2.77) КЖ (2. 79 ) 是 两 个 边界 积分 方程。 出 此 可 知 ， 
ШЖ, CORY: (5 ) 已 知 ， 则 由 式 (2.77》 及 式 (2.79 ) 即 可 
求 出 区 域内 的 x 及 4 值 。 但 式 中 的 下，〈s ) RY: 5) 是 未 知 的 ， 可 
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LA Жа т, BH ) 
ш (5) = [é(s) l (o), Wals) = [ (8) 146} (2,80 > 
式 中 4 (5) ЖФ, Cs) ННН C 
HR (2.80) 代入 式 (2.77) ЖЖ (2.79) 可 得 下 列 边界 积 
分 方程 ， I | 
и(гу=Ке([А1]{ва}+[В]{Ь}) (2.81 > 


902) = Ке (пе (1+1) [A] {а} 
+ne C1+1)[B8’]{6}) (2.82 > 
式 中 [43= | ESLI сезаз (2.83》 
[8] = f tor sas (2.85》 
са СО, lecas (2.85》 
[BO | ХЭ Лы” Cs) ds (2.86 > 


利用 边界 条 件 及 式 (2.81)、 式 (2.82 ) 可 以 确定 {a} 及 
(b), (a) (b) 确定 后 利用 式 (2.81) 及 式 (2.82) 
即 可 求 出 &(z ) 及 gq (z ) 值 。 

这 个 方法 对 其 他 问题 也 可 以 推广 使 用 ， 例 如 ， 浅 板 孔洞 应 办 
集中 问题 ， 断 裂 力 学 问题 ， 地 应 力 问 题 '*… 


$2.5 间接 法 


.运输 积分 方程 解法 有 直接 法 及 间接 法 。 前 几 节 介绍 的 都 是 直 
搂 法 的 边界 积分 方程 ,边界 未 知 量 都 是 真实 的 物理 量 ,本 池 利 用 直 . 
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US SNS st УВ. ШЖ ШЕЙШ. ” 
考虑 一 个 各 向 同 性 的 弹性 体 2， 它 由 一 个 光滑 的 闭 边界 F 包 

н 图 2.5 ) 。 它 的 平衡 方程 及 边界 条 件 为 

opitbi=0 ` EQ 

ue =u, €T, | i, ј=1,2,3 (2.87) 

' p. = р; ñ. er, ) 


利用 加 权 残 数 法 可 得 式 C2,87 ) 所 示 定 解 问题 的 边界 积分 方 和， 
a CRY = | tuh CP, Q.) p CQ) -pLP, QV QVAT 
+f 1 CP, 99600240, 7, 1=1, 2, 3 

PEQ (2.88) 
РЬ tk, uA 
Эй, РАШ 力 分 Mb. а 


PERAK, ML Ж у 
йя, Ma 
现在 设想 上 述 弹 性 体 吕 是 М. 
无 限 大 弹性 体 的 一 部 分 ， 而 且 
在 [上 的 条 件 不 变 ( 图 2.5 )， 

处 于 区 О 之 外 的 区 域 为 


信 。 假 设 在 区 域名 内 的 体力 为 零 ， 则 平衡 方程 为 


Dipy= 0 є9 (2.89) 
利用 加 权 残 数 法 可 得 : 


s 


| [un СР, Q. DPI 0.) – pt (P. Qw (Q, TdT 


.=0 EQ (2.90 ^ 


MRAR оО НАВО, N 
m СО.) =u (Q, ) on Г (2.91) 
将 式 ( 2.88 ) 减 去 式 (2.90 ) 91, 


м. CP) = | uc p, Qa [P CQ, P, CQ.) 14 T 


+ ui CP, Qy. CQ) do (2.92) 
设 у, (О, ) =p, (Qa) - P: (Q, (2.93) 
则 式 (2.92) 便 变 为 Doan 


uP) = {а CP, Qa) Vik Qs dT 


+ СР, 996 cQ dO (2.94) 
当 已 * 忆 , 时 ， 则 边界 上 的 积分 方程 为 
w CP.) = f uÈ Pos Qo) YQ) dr 


+Í ur Р,, 0), (Q )dQ (2.95) 

利用 面 力 与 位 移 的 关系 及 式 (2.95 ) 可 得 ， 
pC Pa) = у, CP ) +/ РЕС Р», ATACAT 
жє Po QOh QI aR ` ` C2.96) 


APY, C Q, ) 称 为 边界 上 的 虚拟 力 。 
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由 此 可 知 ， 当 边界 上 的 xs СР, E p, € Р») 为 已 知 时 ， 
利用 式 (2.95) 及 式 (2.96) 可 以 确定 边界 上 的 虚拟 力 中 CQ， ) 。 
HW, СО) 代入 式 ( 2,94 ) 可 得 域 2 内 任 一 点 的 位 移 ， 然 后 利用 
应 力 与 位 移 的 关系 ， 可 求 出 域 2 内 任 一 点 的 应 力 及 边界 上 的 面 
力 。 上 述 这 种 方法 称 为 边界 积分 方程 M 接 法 ， 式 (2.95 ) 及 式 

《2.96 ) 为 间接 法 的 边界 积分 方程 。 

如 果 在 区 域 2 边 界外 附近 周围 作 一 个 闭 界 虚 ЖГ* (图 

2.5) ， 且 设 虚拟 力作 用 在 虚 边 界 C*， 这 样 可 以 避免 奇异 积 分。 


$2.6 区 域 积 分 的 处 理 方法 


由 上 述 可 知 ， 在 边界 积分 方程 中 含有 下 列 类 型 的 区 域 积分 ， 
/={ 99а" СР, Q dQ QERQ (2,97) 
对 这 类 区 域 积分 的 处 理 可 以 采用 下 列 几 种 方法 ， 


( 一 ) 将 微分 方程 化 为 齐 次 方程 


it 10и) =ь EQ 
u=u єг, i (2.98) 
P= Р EF: ' 
它 的 解 为 u=u+u (2.99) 
将 式 (2.99 ) 代入 式 (2.98 ) 便 得 
了 工 (ke ) + 工 (u% ) =b ‹2.100) 
如 果 令 Іби,у=ь EQ (2,101) 
| Іби у= O EQ 
u’ =u- u, er, ‚ (2.102) 
b= р-р. ErT， 75 


60 


式 中 wo 一 一 特 解 ， 它 由 式 (2.101 ) 确定 。 式 (2.102 ) 的 边界 积 . 
分 方程 中 无 区 域 积分 。 . 


(二 у 将 区 域 积分 化 为 边界 积分 


1 、 第 一 种 方法 
设 у?а= 0 EQ (2.103) 
VIF =w* EQ (2.104): 
则 利用 第 二 格林 公式 可 将 式 ( 2.97 ) 化 为 边界 积分 : 
f= | CaoF/an- Faq/ən ) dT (2.105). 
2 。 第 二 种 方法 
如 果 设 
OF /дх = gw* ‹ 2.106), 


Ш. f= J Feos ca, *) dl (2.107) 
mR 9 (rF) /9r=gw*r (2.108 
m f= 人 FeosCp-p)dr (2.1095 
Эу, ФВ 2, в 


图 2.6 


3 。 第 三 种 方法 
利用 伯 辽 金 张 量 法 将 区 域 积分 化 为 边界 积分 ， 见 第 六 童 。 


(三 ) 半 解析 半 离 散 法 


本 节 以 二 维 问题 为 例 。 
1. 直角 坐 标 系 ( 图 2 1) 
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J F P,Q dg = "FP,Q)dy) dx (2.1100) 
J al 


或 J rFep,qydo = |“ fe Fep,Qyamdu e) 


图 2.7 图 2.8 
2 。 极 坐标 系 ( 图 2 . 8 ) 
|Е<Р,О0›ао = |? GE РР, Отата алпа? 


fite) 


k | FPA fR cfe PCP,Qyae)rar eano» 


` 由 上 述 可 知 ， 对 区 域 积分 可 采用 下 列 办 法 处 理 ， 先 灌 一 个 负 
坟 向 进行 解析 的 积分 ， 然 后 沿 另 一 个 轴 方 向 进行 数值 积分 ， 其 中 
选择 最 方便 的 方向 作 解析 积分 。 这 个 方法 也 可 推广 到 三 维 问题 中 


《四 ) 对 整个 区 域 积 分 进行 数值 积分 


对 区 域 积分 也 可 以 按 下 列 办 法 处 理 ， 先 将 区 域 分 为 若 干 单 
元 ， 其 次 将 区 域 积分 离散 化 ， 即 


N 


= >| re, QdQ 2.1129) 


т 


然后 利用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 
上 述 介绍 了 几 种 处 理 区 域 积分 的 方法 ， 可 以 根据 不 同 的 具体 
情况 灵活 应 用 。 
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第 三 章 ”位 势 问题 的 样 条 边界 元 法 


在 工程 中 , 许多 问题 可 归结 为 求解 Laplace 方程 或 Poisson 
方程 的 问题 。 例 如 ， 动 水 压力 、 弹 性 杆 件 的 扭转 、 薄 膜 平衡 、 稳 
定 热传导 、 稳 定 渗流 、 电 磁场 等 问题 ， 都 会 遇 到 求解 Laplace 方 
程 或 Poisson 方 程 的 问题 。 由 于 Laplace 方程 及 Poisson 方程 统 
称 位 势 方程 , 故 上 述 问题 称 为 位 势 问 题 。 因 此 ,研究 位 势 问题 的 有 
效 计算 方法 是 一 个 有 实用 意义 的 课题 。 

本 章 主 要 介绍 位 势 问题 的 样 条 边界 元 法 “!-。 这 个 方法 与 普 
通 边界 元 法 相 比 ， 具 有 下 列 优点 ， 程 序 简单 ， 内 存 少 ， 容 易 在 微 
机 .上 实现 ， 而 且 计 算 时 间 少 ， 是 一 种 经 济 有 效 的 方法 。 


$3.1 边界 积分 方程 
位 势 问 题 可 以 归结 为 下 列 定 解 问题 ， 


Viu=b 0є9 Cl 
ase TOET ‹з.2) 
9= 9 QET, 

式 中 9 = ди/дп Г=Г,.+Г, 


A (3.1) Æ Роіѕѕоп 方程 ， 式 (3.2 ) 是 边界 条 件 。 现 在 设 
u=u° +u’ (3.3) 
Apu HR C 3.1 ) 的 特 解 。 
HA (3.3) 代入 式 (3.1 ) 使 得 
у? Cu’ ru ) =b (3.45 


64 


р Vu + ү20%-6 = 0 (3.5) 


如 果 yžu’-b= 0 (3.6) 
fill yêu = 0 QEQ (3.7) 
由 式 《3.2 ) nf qI 
меаи SEKT (3.8) 
gq’=g-g ОЄГ, 
Ap а° = òu’ /èn 


利用 第 二 章 建立 边界 积分 方程 的 方法 ， 可 以 将 式 (3.7) 及 
R (3.8) 化 为 下 列 边界 积分 方程 ; 
C(P)[u(P)-u°(P)]) 


=Ê Eao- aQ) JUP, QAT CQ) 


-~ EKQ >- utQa) J0% P,Q ATCO) (зә) 


г 


CePYu P)= | с aQ WP, Q) 
Ar > 


uQ HCP Q) dI (Q ,)+f(P) (3,10) 
ЖОР /‹Ру=С(Р)ш% (Р) 


- [сао Yu P,Q )-u QP,Q I (3.11) 


对 式 ( 3.10 ) 两 边 求 导数 可 得 ， 
qtP)= fE ас Yu? PQ) -UQI PQ) 14ГО.) 


P 
+f, (P) | (3.12) 
式 中 
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fa(P)=9"(P)- | Qu P,Q, ) 


ғ 


= us%(Q,)qt(P,Q,) 14ГО) 3.13 
u? P,Q.) = ди*(Р,О,)/дтР) 
} «3.14» 
q*(P,Q,)=àoq*(P,Q I )/ən( Р) 
1 1 — L 
u*P,Q.)= L ln(1) (二 维 问题 ) 
ая (2) } (3.15 > 
或 u*CP,Q,)= 4; : ( 三 维 问题 ) 


sÑ C3.10) 也 可 以 写成 下 列 形式 : 
CPW PY+ SUQ" P,Q, AIQ) 


га 


+ juQ a P,Q drQ) 
га 

=JacQ ur P,Q TQ 
Ty š ” 


+{|я‹(О„ш*(Р,О„)4Г(О„)+ f€ P) 
| А 3.16 > 


APP, Q, 及 "如 图 3.1 所 示 ，r= PO. 
人 PED | 
2 РЕГЕЖЖЖТА 
Сер = ， 
| B/2r PET 且 角 点 ，P 为 P 点 的 内 角 


(0 PecQ+T) 
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83.1 


жй Р{ЕШЛЕГ EREK С Q+ Г) 外 , 则 利用 式 (3.10) 或 
式 (3.16 ) 可 求 出 边界 未 知 最 4(Q。) 及 q(Q,)。 当 边界 未 知 量 确 
Z HAR (3.10 ) 及 式 (3.12 ) 可 求 出 区 域 Q 内 任 一 点 的 未 
知 值 4(P) 及 q(P)。 

由 于 边界 积分 方程 的 精确 求解 是 很 困难 的 ， 因 此 只 得 采用 数 
值 计 算 方 法 求解 边界 积分 方程 。 本 书 采用 样 条 边界 元 法 。、 


83.2 三 次 样 条 边界 元 法 


本 节 以 二 维 问题 为 例 ( 图 3.2 ) 。 如 果 将 边界 册 线 分 为 M 个 
区 域 ， 则 式 (3.10 ) 可 以 变 为 


式 中 H.CPosy= SE aP, s) Pa 14Г(з) 
Г» ‹ 3.18) 
10Р.) = СОР» yu P.) 


= 到 | [ge(s)u*(CPus)- и°(з)а*СРь,з) 14Г(з) 
чү. 


(3.19) 
ДИР s EAR hR АЕ ( 5; = Q. ) 。 

在 图 3.2 中 ， 边 界 被 分 为 4 个 区 域 ， еа @,@,@; 
每 个 区 域 又 分 若干 等 分 ， 结 点 编号 为 0,1,2,…,Nn， 写 在 边 
界外 边 ， 整 个 边界 结 点 的 编号 为 0 ,1,2，…V， 写 在 边界 内 边 ， 
今后 设 i = 0,1,2,… ,作为 整个 边界 的 结 点 编号 。 下 面 介绍 几 种 县 
体 做 法 ， 供 大 家 参考 。 

(=) 第 一 种 方法 
如 果 将 每 个 区 域 分 为 入 个 等 分 : 
SoL Lsa LLS, z= N, 


St =Sotihm, ha = Sisi =S= 1„/ m 


WI (3.18 ) 便 变 为 
М Я 
In(Possi)= E UUA Pass: )q(s.)-q*(P.,sOu(s.)3h,, 


(3.20) 
因此 由 式 (3.17 ) 可 得 ; 


ВР,) =С(Р,)шщР) -È H.CPasO- fO) (3.21) 


式 中 R(P。) 是 边界 残 数 。 
HA (3.20 ) RAR (3.21) 使 得 
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{R}= Си} = Ў (92.9). KIA) (f) 45.79 
式 中 {ч} = [uo иу us с" ш] 
{u}m= [чо ui uy +е uz ] 了 
{9)„= С9. gi 9: … 9:1" 
u =и(5,) q =Qq(s,) 


[万 ]。= h, [q*1, UJ, : C3.23) 
СК], = h Lut), E]n (3.24) 
[Ci]。= diag Chos Ris Ras +", Rg) (3.25) 


[u*J, = [u*t(sps.) ] Vi=0,1,2,." N m 
} (3.26) 
[q*J, = [4*(3,›5,)]° }=0,1,2,++,/ 


СС] = іар (Cos Cis Cas +=, Cx) (3.27) 
C,=C(s)  j=0,1,2,"*,N 
其 中 4 与 数值 积分 法 的 求 积 公式 有 关 。 例 如 ， 对 于 梯形 求 积 公 
As л, Аса 
r 1= 0, №, 
ls i=0,1,23" Na -1 《3.28 ) 
对 辛 普 生 求 积 公式 ， 入 : 用 下 列 公 式 决 定 ， 
/1/3 i=0, N, _ 
4/3 сс (3.29) 
2/3 i=2,4,%, Nn- 
式 (3.29 ) 中 的 Nn ARR. 


F* (S3954) 的 值 可 以 用 配点 法 确定 ， 也 可 用 下 列 积分 式 确 


ж: 
S1+hm/2 


F'GosoO =-у—| F*C(s;s)dI (s) (3.30) 
st—hm/2 


Arh F*= ut, а". WẸ F* 为 奇异 函数 ， 则 FCs) 采用 下 
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列 积分 式 确定 ， 
s +h=/2 


F°(S 84 )=—1 lim f Е Е*‹Р,ѕ)аГ (s) 
hm P-s,)s —ha/2 


(3.31) 
A (3.30) 及 式 (3.31) 可 以 用 高 斯 求 积 公 式 计算 。 由 式 (3.22 ) 
可 得 ， 


u = үн, (u). = YE CK, (g). - (f) (3.32) 


式 中 (= É CHR) KI) (3.33) 
сну. = [C+ 92. (3.34) 
LCJ), = diag (aC, ‚С, ‚С„›+=,ВС») (3.35) 


其 中 [C] 为 [CJ 扩大 的 CN+ DCN, + 的 纸 阵 ,在 式 (3.39) 
中 ， 当 m=1 时 ，a= 1, В= 55 当 m= МЕ, a=}, В=1,?% 


1 <m< MB, а= p=1, z=N m 
03.32) ЖЖ C3. D 可 以 写成 下 列 形式 ， 


(R)=[HJ)(u) --[KJ)(q)-(/) : 7 (3.36) 
Жик (f) =e[H3J(ut) - СК: (3.37) 
= SCHI : (3.83) 
{К-К (3.39) 
CHI = c +097 (3.40) 
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(u°)= [u ut u? … uk]" 


{a°}= [9% 9 q; … q&]" 
(ql= [go qi q; = gwr]7 
XECHJA, скла, CAJARCCIA y BILH1,, СКЈ, [五 ]。 
及 [Cj 扩大 的 (N+1) МЯ, 
式 (3.32 ) RA (3.36) 与 边界 条 件 有 关 ， 为 了 求 定 解 ， 计 


算 时 必须 在 式 (3.32 ) 或 式 ( 3.36 ) 中 引入 边界 条 件 。 
如 果 在 整 边界 Г Eq 是 已 知 的 ， 则 式 ( 3.36 ) 便 变 为 


(R)=L[HJ(u)-[K1(q )- (f) (3.41) 
利用 配点 法 可 得 ， 

CH]J{u}={F} (3.42) 
Rp (F)=[Kl)(q)+(/) (3.43) 


io 利用 式 (3.42 ) 可 求 出 边界 未 知 量 (n), 如 时 在 总 个 边界 г 
上 4 是 已 知 的 ， 则 式 (3.36 ) 便 变 为 ' 


O (R)=UHl(#)-IKJGQ)-(0 `7 C3.44) 

利用 配点 法 可 得 ， 

[Kj{q} = (Е). j (3.45 ) 

式 中 — (F)=LHl(u)-(/) f (3.46) 
{u}=[u, u, u, ар ак] 


利用 式 C3.45) 可 求 出 边界 未 知 量 {9} 。 图 3.3 是 一 个 混合 
边界 问题 ， 如 果 将 它 的 边界 分 为 4 个 区 域 ， 每 个 边界 区 域 又 分 为 
若干 等 分 ， 则 式 〈 3.36 ) 便 变 为 

ДЕ}=ЕН {u} - СКЛ, (9), +CH] {u} -CK (q), 


= (EK) (qh-LH1l,(u): +003, (9). - [HJ {u h) (0) 
7 


利用 配点 法 可 得 ， 
[AI{X}={F} (3.48) 


ЖХ) = Са) {a} (u): (a) J7 
LAJ= [ЁН], -[K]: [H]; -LK],] 
{F}=[K] (qh -[H),(u), 


+[IKJ,(q)-CTHJ (u) + {f} (3.49) 
利用 式 ( 3.48 ) 可 求 出 混合 边界 问题 的 边界 未 知 量 。 


h 图 3.3 

对 于 混合 边界 向 题 ， 为 了 分 离 边 界 未 知 量 和 边界 已 知 量 ， 可 
以 在 两 个 区 域 分 界 处 布置 两 个 彼此 十 分 接近 的 点 《图 3.3》， 
这 两 点 属于 不 同 的 区 域 。 在 混合 边界 问题 中 ,[C], 中 的 а АВ, 
不 论 m 为 价值 ， 都 等 于 1 ( 因为 不 存在 参数 搭 接 问题 ) 。 对 于 有 
角 点 的 边界 ， 为 了 如 免 角 点 问题 ， 可 以 在 角 点 左右 布置 两 个 彼此 
十 分 接近 的 点 (图 3.4) 这 时 xc=B=1。 


图 3.4 


由 上 述 可 知 ， 式 (3.48 ) 包含 式 ( 3.42 ) RA (3.45). P 
用 式 (3.48) 求 出 边界 未 知 量 后 ， 即 可 利用 式 (3.10) 及 式 (3'`12) 
:的 离散 格式 求 出 区 域 2 内 任 一 点 的 u(p) 及 q (p) 值 ， 


up) = Š (CUN Ру}, 


= [q*(P) J DAJ „іар, ) hmt СР) 3,50) 
UP) = стр}, 


= [et(P)]s[A]wftajs) hat fi(P) C3.51) 
э APEU P) Ў) (uPA 49°) 
- Га*сР)) „ГАЈ, {и}, ) Ah, (3.52) 
Fa CP) = qr(P)- Ў CTut( PTM, ay, 
= с910Р)) (АЈ, дие, ЭҺ, (3.53) 
淇 中 СЕ СРУ), = ЕР) Р*(Руз,) e F*éP,so)3,. 
( 二) 第 二 种 方法 


如 果 将 边界 Г, 分 为 V。 等 分 ， 则 利用 第 一 章 式 (1.105》 
河 将 式 (3.18 ) 及 式 〈 3.19 ) 的 边界 积分 化 为 下 列 形式 ， 


Í gq*(Po,s)u(s)dT = É Aat Passus: hn 

+ 12 CPosso)u’ (зь) ~ q*(Pess,))u’(s,)] (3.54 > 
| u*(P,.,s)q(s)dI]` = DNs Pos si) (з 

Tm ез 
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HUP ossa) (з, ) —ч*(Р, з 3д' (so (3,55 


式 中 z= Na 
将 式 G. ORR (з. 55) RAR (3. 18). А (3. 1929 


得 ， 
П„СР,,5) = Ун" Pa sS DID = PoS DUCS D JAn 
+ 她 [ur( Psso)g’ Cs) =U" Posss)g’ бв.) 
—g*(Posso)u’ (Sa) +q*(Pa,s,)u (ss) 1 (3.56 > 
f(P,) CPNP- (52, [ur(Porsi)g’ (ss) 
—g*(Possou'(se) lhat hap (Poyss)ge (se) 
—u*(P,,s,)q°7(s,)-q*(P,,s.)u°!(s,) 
+9%Р,з,)и9 0,01) (3.57 

A че =ди/дз 9% = дд°/д5 «3.58 » 


将 式 (3.56 ) 代入 式 (3.17 ) 便 得 ， 
IR(=[Clü)+ Ë С «Зи „-ЕК а 


HUH Jatun CK 1.271.) 1 - {f} C3.59 > 
式 中 {un= [uj uf шщ + шщ] 


44/)= [gs qf q£ — 9:15 
CH Jm =h,[q1(s,, s .)1,.L 21, 


я А А Jisne (3.60 
[K jm = haus (зуга 1„ГА1„ Е 
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CHORE P 

ut(s,ss) 0 -и%(з,,з,) 
hy ut(SisSsim) ee 0 —u*(sisS.) š 
= : ;: : : : ‹3.61 


3 : 


+, © © 
: 


© 
© 


ГЫСА) =u? (syss) (+1) (0+1) 


12%(зу›5,)1» = 
4*(з%›5ьь) 0 -°*(з„,з,) 
19 *(зу›5вь) 0 = O —Qq*(siss,) 
| (3:02) 
q 079, 0 Е 0 —q*(swsS,) ) entiti 


HERTA, Mu =g = 0 时 , 式 ( 3.56 ) 可 变 为 式 (3.22 ) 。 
如 果 边 界 未 知 量 u(s) Ж абз) 采用 三 次 B 样 条 函数 来 逼近 ， 


° 


wil 
шщ) = фс) ар, C ч(з)=[ф(з)1{5}„` 
и" (з) = Ф (s) 9" (х) =E] 


Ж: ор, = Га, a, а, + в, Ws 
А}. = Са, b, b, … bsi Qija 


TAIEPA] 5#=-1,0,1,2,+",г+1 
3.64 > 
[QJ], = diag ([91,[Г1,› ВТУ e So. (3065) 
ЖФ] 0 (2-1) (2-1) 的 单位 矩阵 ， [9] K ГА н. 
C1.21 WE. Ф. ЕКЕНЖ, M 
Фа) =з С-В) R= —1,0,1,2,°+,г2+1 
3.66 ) 


} а 


由 式 (3.63 ) 可 得 ， 
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ир, =СУ2,4аһ 49}. =EN Intha 
Was EN Jalota. бар 85872 
式 中 [CN]。=[B]。[Q]。 [CN']s=[B']sCQ]。 (3.68) 


[1 4 1 | 
| 1 4 1 0 | 
21 | талл Ж I (3.69) 
[В1„=-є | Sr | 
| 1 1 
| 0 | 
l 4 1} G+i)(st3) 
1-1 0 1 J 
| -r010 | 
OAS Es C (3.70). 
[В'1„= ЕЕ š i s 
-1 1 
10 


-1 0 1Joroorsy 
式 (3.59 ) 与 边界 条 件 有 关 。 如 果 整 个 边界 Г bals) 是 已 . 
知 的 ， 则 式 (3.59 ) 便 变 为 


а= Ў, CIH a+ IH, AE} Cal 


Eh Ер E (CKI СК, (аЬ + Af} 
q (3.72 > 


PEN 3.67) ЖАЗ (3.71) 可 得 ， 


{R} = А1{а} ~ {F} 03.73). 
ов LAl= Š AN «3.74. 
ба = Ў tajā (3.75 > 


76 


oo TARUH LENI +EH JEN In (3.76) 
其 中 {a}# 为 ay, PKK € N +1) RRR, CAJA 2) ГАП” 
大 的 CN+1) BEBE. 

利用 配点 法 可 得 : 
[434а} = {Е} ， (3.77) 
HMA CID 求 出 {a} 后 ， 即 可 利用 式 С 3.67 › 确定 边界 KA 
量 。 
如 果 在 整个 边界 上 xu(s) 为 已 知 ， 则 式 ( 3.59 ) 便 变 为 


RE (EKIno tK Intg) ~ (fy (3.78 


Rh {F)=[C{ 人 + Y CHIA LH mia ) 一 人 


п. (3.79) 
将 式 (3.67 ) 代入 式 (3.79 ) 可 得 ， 
{R} = ГАЛДЫ - {F} (3.80) 
йт = ЫА (3.81) 
[Al= SEAIA + LCICNI 《3.82) 
С.41, SLKN „+ [KJnEN7]。 (3.83) 
А [C]=diag( Cas, Cis C, ++, Cy) ; (3.84) 
LN1J1= 1210] (3.85) 


其 中 [Q] 由 第 一 章 式 (1.20 ) А, [BIH 式 (1.23 ) 确定 ; 
{DAH bni Ж C N + 1 ) 维 向 量 。 


利用 配点 法 可 得 : 
[AI{b} = {АЕ} (C3.86) 
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利用 式 C 3.86) 求 出 {b} 后 ， 即 可 利用 式 (3.67 ) 确定 边界 未知 
量 。 
如 果 考虑 混合 边界 问题 ( 图 3. з), 则 式 (3.59、 可 变 为 
{R} = (СН, биј + LH Yi) - (ЁК, 
+{Кь1:{4'}) + (CCHIs{u}s + [H JL (u l, > 
= (C([K1l. (qh +[K,l.iq7 2 -{F} (3.87) 


Жар {Ере ССК, {ah + [Ki{a}- ССН... 
` +CH,Ja{u}a ) + ССК. (qh + LK {aha > 


- CCH] Au} +[H, (2 ) +{f} (3.88) 


将 式 (3.67 ) ЖА (3.87) 便 得 ; 
{R} =LAHX} - {F} (3.89). 


Ж {Хр= Сарт 5} {а} 4631" 


[AJEL [Als Са, LAM ] (3.90) 
[4]。=[H]CN]s+[HnCN'。 m= 1,8) 


j 63.91) 
ГА], = - СКЈ, -CK CN’], т= 2,4 
利用 配点 法 可 得 ， 

САНХ} = {Е} (3.92) 


利用 式 〈 3.92 ) 求 出 {X} 后 ， 即 可 利用 式 (3.67 ) 确定 边界 未 知 . 
к. 

对 于 图 3.4 所 示 的 情况 及 分 . 划 ， 式 《3.59 ?可 变 为 下 列 IE: 
式 ， 

(Y= УС CUA) = CD -Afh (3.93》 


式 中 [4]。= [已 ]。CN],。+ [H 1), CN Jm \ 


(3.94 » 
LD), =CKI,LNI, + [K 1, EN’ Jn / 
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; З= Со) FED, fa) … fGsa)Je (3.959) 
这 里 1 (sy) 由 式 ( 3.57) RE, СС), hijo ВР 1. 
式 (3.93) 与 边界 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 条 件 。 如 


果 过 界 上 第 n 个 边界 区 域 的 g(s,) = 065), WI 
TN. = (b... САУА, = (а, (3.9%) 
如 果 边 界 上 第 "个 边界 区 域 的 4(si) Su); WU 
"INJ, uha CN Haji (2), 7 (3.97) 
当 引入 边界 条 件 后 ，. 式 【 3.93 ) 便 变 将 … 


{R} =LAHX} - {F} 263.98) 
利用 配点 法 可 得 + 
ГАХ} = {Е} І : 63.99) 


当 边 界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 〈( 3.10 ) RR сз. 12) 即 可 求 
出 区 域 提 内 任 一 点 的 u(P) 值 及 gl 这) 值 ， 


UP) ŠE Сано) 01.49 + [UCP АГАЙ. 


= (РУ СА) Аир + [q t( P), ОТА 
+f(P) C3.100) 


` 1. 
ACP) = ўс (ute PaLA аһ + їшї, (РУГ{4/ ha) 


— {qrP)I LA ир + Eqt (P) [k n) ) h, 
+f (P) (3.101) 


R JP) =P) -Y C Сш Р)),ГА).49') 


+[utC PD) ГАЗ, q) ~ Га СРУ) ГА) uy, 
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+ [$CP)InLAn {ny ) 2А, (3.102 У 
FCP) =a" PY- 55 С Cu Pn}, 


+ С0$,СР)1,С21.49*%} 2 – C [qt(P)1,F 21 (ul, 

+ [gg (P)1,C11 05.) ) hn (3.103 > 
其 中 CF*CP)Jmn=CE*(P,so) F*(Ps ++ ЕРУ 

F*=ut, ut, ut, ut, q*, qt, qt, qt, 

z= N, 

(=) 第 三 种 方法 
如 果 将 边界 本 ,分 为 NV。 等 分 ， 则 
мо) = Éu, ao = Éa) (3.104 > 


式 中 z = Nm， 中 必 s) 采 用 第 一 章 式 (1.27) 的 形式 . 将 式 C 3.104 > 
RAR ( 3.18 ) 可 得 ， 


z 
HAPs) = с С] KPa 94гә, 
= `r, 


= (全 а*% (Р, .5)ф, (ЧГ ) u, «3.105» 


Apu, =и(5;), а,=а(з,), 
如 果 将 式 (3.105 ) 代入 式 (3.17 ) 可 得 ， 


{R} = CE УСКО Аар, fr (3.106). 


т 
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A Ир ССБ) fD f6) +" fisd] C3.107) 


Хи}, = Си, Uu, u, + а] 


{9}. = Са, 4: Q; e 9.74 


СН. = СС8+1 HJ, 3.108) 
Alms LH, = 0,1,2, 
, 3.109) 
СКО. = СК, , j= 0,152, N 
Н. =[ 9* (5,5), (5)4Г (s) 
r, (3.110) 


K. =]. u*(s°,s)$,Cs)dI (s) 


式 (3.110 ) 可 以 用 数值 积分 法 的 各 种 求 积 公式 进行 H Ж, 
例如 ， 梯 形 公 式 、 辛 普 生 公式 及 高 斯 求 积 公式 。 由 式 (3.106) 
可 得 ， 

{RH= 5]{ 人 一 [K]{9 -{/} © (3.111) 


җи ире ирт Чит < шү 


(=F (r = 4900" 
[HI= CLH), СН, | (Hlo) \ 


| 3.112) 
[K]= ([KJ, [К], ++ [K]x) | 
利用 配点 法 由 式 (3.106) 或 式 (3.111 ) 可 得 : 
CHHU} = К} + {f} : (3.113) 
Ж (3.113 ) 与 边界 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 条 件 。 
ХР 03.107) 确定 。 由 式 (3.19 ) 可 得 : 


Ра) = Сари + E CHN ut ~ КАФ 
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Жн шшш) qt=qt(sO) 


s +K, / 2 ` š 
Hs zj q'(sys)d[`Gs) | 
s = h”/ 2 t; ` 
(3.114) 


ре 


Ы Р) Z ; 
Ж C 3.114) 可 以 用 数值 积分 法 计算 ， 也 可 以 用 解析 法 求解 。 对 
于 奇异 积分 的 处 理 与 一 般 边 界 元 法 的 处 理 相 同 ， 见 文献 [2] 。 


利用 式 (3.113 ) 求 出 边界 未 知 量 后 ， 即 可 利用 式 (3. 10) 
求 出 区 域内 任 一 点 P 的 u( 卫 ) 值 : 


Sitha] 2 
Í u* (s; s)d(s) 


иер) = 5 aP, ° ал122 
式 中 (Рз) SEK РУ АЧ EHCP Intha (3.116 ? 
СНУ] "Руоф odre] о, 


EKP, uP obaro J “лит 


《四 ) 第 四 种 方法 
жоо UCS) =[0s JQ). (uy. \ 


(3.117 ) 
q(s) =[ops[Q]Jsfoj。 / 
则 式 (3.18 ) 可 变 为 


П„(Р,,з) = (| Ps {фә 014Г QI {д}, 
= Sp EPAD UDa C3.119) 


Ar (Q= [B] <! | ‹3.120)› 
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[8B] 由 第 一 之 式 (1.130 ) 确定 。 如 果 设 Pu,=s (s. =0, 1, 
2 …,N ) ， 则 式 (3.17 ) 可 变 为 | I 


снаи. = УКПА}, + (fy C3.121) 
式 中 [HIs=[CIB+ rf, ' | C3.122) 
CA In Cfp а" 9еаьа)24Г2С02..) U 
е l (3.123) 
Ско. =0], | 
R (3.123) 利用 数值 积分 法 的 高 斯 求 积 公式 进行 计 算 。 利 
MR (3.121) 可 求 出 边界 未 知 量 ， 但 注意 引入 边界 条 件 。 
《五 ) 第 五 种 方法 
设 ш(5) = СраЈС01.{а} 
а= Сф 10148} р ; (3.124) 
则 式 ( 3.18 ) 可 变 为 А 
IsCPus)= (| ur Po Sco saT CQIntb}, 


-feaCPss Epston 


(3.125) 
式 中 ГО], = ав ( [g], [Г], CAI) (3.126) 
| ro 2) (2 0 
[gJ=+| 8 9 J=} -1 ч (3.127 ) 
co 2 L2 0 


其 中 [7 为 (2- I2- DE B IER. z= Nme 
` AREP =s (了 =0,1, 2 N у, WR (3.17 ) 可 变 为 
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ÈH Idaha = СКОБ. +0 (3.128) 
式 中 CHI =CCRONIn+ CH, (3.129) 


[ 启 ]。 及 CK]。 可 利用 起 (3.123 ) 进行 计算 ， 但 [Q],。 必 须 利 
用 式 (3.126 ) 确定 。 利 用 式 (3.128 ) 可 求 出 {aj。 及 {b}， 但 必 
须 注意 引入 边界 条 件 。 当 {a}, 及 {6} 确定 后 ， 即 可 求 出 边界 末 知 
1. ү 

4и}, = [N1,lak.. 4} = EN]n{g}。 (3.130) 
Ah (Nn 081.201, i (3.131) 

当 边 界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 〈3.10 ) 及 式 ( 3.12 ) 的 离散 
格式 即 可 求 出 区 域 QR 内 和 任 一 点 P 的 x( 卫 ) 值 及 q( PHE. 

上 述 计算 格式 是 以 三 次 样 条 函数 为 例 建立 起 来 的 ， 但 这 些 格 
式 对 4 次 样 条 函数 都 适用 。 


53.3 域外 奇 点 样 条 边界 元 法 
uE P P£ fE PC C Q + ` ) 外 ， MICC P)= 0, 因 此 式 C3.10) 
便 变 为 
JEO uP, Qa) -Qo P,Q Idr (Qo) -f= 0 
< 3.132) 
式 中 f= | ач ur P,Q )- uQ P,Q dT Q,) 
(8.133) 
我 们 可 以 利用 式 :( 3.132 ) 来 建立 样 条 边界 元 法 。 这 种 方法 
称 为 域外 奇 点 样 条 边界 元 法 ， 可 以 完全 避免 边界 奇异 积分 。 
为 了 建立 域外 奇 点 的 祥 条 边界 元 法 ， 我 们 围绕 着 实际 边界 在 
域外 构造 一 个 与 实际 所 界 下 几何 形状 相似 的 虚 边界 PT* (图 3.5 ) 。 
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虚 边界 T* 上 的 结 点 与 实际 边界 下 上 的 结 点 一 一 对 应 ， 在 对 应 的 边 ， 
界 上 有 相同 的 法 向 ， 而 且 相 似 比 为 O4/O4=OB'1OB=…= 
т>1, ОАО» (图 3,6 ) 。 


пә) B, / 


i и 
图 3.5 图 3.6 
如 果 将 整个 实际 边界 分 为 M 部 分 ， 则 式 〈3.132 ) 可 变 为 
EP,s)-1(P)=0 : ; (2.134) 


A s 为 实际 边界 工 的 弧 坐 标 。 如 果 将 每 个 边界 区 域 分 为 Van 等 
”分 〔 图 3.7 ) Ш (3.134 ) 可 变 为 


M 
RCQPa)= У П,СР,,5)+ ЈР.) . (3.135) 


APIA 也。o,s) 及 f( Po) 的 形式 相同 ; 但 CC(Po)= 0. 注意 ， 这 
里 的 已 点 在 虚 边 界 F* 上， 与 实际 边界 上 的 结 点 一 一 对 应 。 如 
ЖР, = 9 (7= 0,1,2,…，NV )， 则 利用 上 述 五 种 方法 可 由 式 
С 3.135 ) 建立 起 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 如 果 采 用 第 五 种 方 
法 ， 则 由 式 (3.135) 可 得 ， 


А.а, = СКО if} © (8.136) 
КСА АСКО, (3.123) 确定 ,但 [Q]。 必 须 由 式 (3.126) 
确定 ,si 在 虚 边界 PF。 上 。 


式 (3.136 ) 与 边界 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 条 件 。 
当 引入 边界 条 件 后 . 式 (3.136 ) 可 变 为 
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LAJ(XY= {Е} (3.137 > 
式 中 {X} 为 边界 未 知 量 。 


图 3.7 

利用 式 〈3.137 ) 求 出 {c}。 及 {b}w 后 ， 即 可 利用 式 (3.1307? 

求 出 边界 未 知 量 。 当 边界 未 知 量 求 出 后 ， 利 用 式 (3.10 RR 
C 3.12 ) 的 离散 格式 可 求 出 域内 P 点 的 x( 卫 ) 值 及 gq( 卫 ) 值 。 


83.4 无 奇 点 样 条 边界 元 法 
利用 第 二 章 建立 边界 积分 方程 的 方法 ， 可 将 式 ( 3.7 ) R 
《3.8 ) 化 为 下 列 边 界 积分 方程 ， 
}.090.0- aQ IWQ Ar 


-| ECO >- QIQ AT = 0 (3.1383) 
式 中  g=òu/ðn ау=дш)у/дп (3.139) 
由 式 (3.138 ) 可 知 : 
JituQ VxQ -aQ WAQ ar /Q) =0 
C3.140) 
式 中 心 满 足下 列 方程 ; | 
Vw= 0 (3.141) 
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feQ,y= | EQ ICQI a Q WQ IAT 


(3.142) 
如 果 将 边界 分 为 M 个 边界 区 域 ， 则 式 〈3.140 ) 可 变 为 
È Пһ= 0 (3.143) 


m=1 


RR Ia= fp DKO- SwA- fn (3.144) 


/.= |. OOD OwA 3.145) 
如 果 将 边界 Ts 分 为 Ms 等 分 ， 则 利用 第 五 种 方法 可 得 ， 
П, = (|、q(s)rss(s)]dT)CQ]afojs 


ОСОТ УИА 


орн 
К, afi a шу(5)4Г 


(3.146 ) 
fsm= (Нш -Ke,q?) (3.147) 
式 中 иеш)  аў=а'б(з) (3.148) 
s +h /2 
|79 4 1 
Н}, = | а/)аг | 
h (3.149) 
| 


R (3.147 ) 可 以 用 解析 法 积分 ,也 可 以 用 数值 积分 法 进行 计算 。 
2= N,,. 
如 果 1 = 0,1,2,+=,г, WR (3.146) 可 变 为 
(H). =[H).(a,- [KJ {fhn C3.150) 
式 中 СА, = 0, OPDAT | 
| (3.151) 
EK Ias Cf, зева Cs3ar3rQ1, | 
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式 (3.151 ) 利用 数值 积分 法 的 求 积 公 式 进 行 计 算 。 由 式 
〈3.143 ) 可 知 ， 利 用 先 扩 张 后 到 加 的 方法 可 得 : 


гна} =CKI6} + {f} C3.152) 
Жө (= (A = È thA C3.153) 
[HI= SEH (Ky= УКА C3.154) 
{f} = É С (з) 


Жейн Хара, OARA Ж 54а} ms {b)n АРК C N +1) 
维 向 量 ; [(H3Jš К1АУ ЛИДЕН In 及 [KJ 扩大 的 CN+1) 阶 
JERE HIN (3。.154 ) 可 知 ，[ 瑞 ] 及 [KJ 为 带 状 矩阵 。 

利用 式 〈3.152 ) арж {а}, 及 {60}w， 但 必须 注意 引入 边界 
条 件 。 当 {9} 及 {b} 确定 后 ， 利 用 式 《 3.130 ) 可 求 出 边界 未 知 
kR. 

上 述 各 式 中 的 w; 由 式 (3.141) 确 定 ， 它 是 一 个 非 奇异 函数 ， 
详 见 第 二 章 8 2.3。 上 述 计算 格式 是 利用 第 五 种 方法 建立 起 来 
的 ,也 可 以 用 其 余 四 种 方法 建立 无 奇 点 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 

当 边界 未 知 量 确 定 后 , 则 址 内 任 一 点 P 的 未 知 量 4u( 已) 及 c( 己 ) 
可 用 任何 一 种 可 行 的 方法 求 出 来 。 例 如 ， 当 边界 未 知 量 利用 本 节 
的 方法 确定 后 ， 域 内 任 一 点 PP 的 未 知 量 x 了 ) 可 用 式 (3.100) 确 


$3.5. 工程 应 用 中 的 儿 个 问题 
(一 ) 子 域 法 应 用 
一 个 区 域 可 以 分 为 几 个 子 域 来 计算 。 杰 节 以 二 维 问题 为 俩 
( 图 3.8 ) ， 将 它 分 为 两 个 子 域 。 对 于 第 一 个 子 域 ， 可 建立 下 列 
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方程 组 : 


U, о, 
ЁН, Н,.] =[K, К,.] (3.156) 
ega] 
对 于 第 二 个 子 域 ， 可 以 建立 下 列 方程 组 : 


сн, maf, re rf l (8.157) 
APU. TRA 外 部 边界 的 未 知 向 量 ，U。 及 Que 008 
个 子 域 交界 边 T。 上 的 未 知 向 量 ， 即 


U = {u} Q= (q) 
利用 两 个 子 域 交 界 处 的 连续 条 件 可 得 : 
U,.=U,.,=U, 
} (3.158) 
Q, = -Qs =Q, 
将 式 (3.158 ) 代入 式 (3.156 ) 及 式 (3.157 ) 可 得 ; 
ГО: 
[K, Kia -Н,.1) [б.н ' (3.159) 
LU, 
Qa ! : 
C-K -Haa К.) U, í = Н.О, (3.160) 
~ Q, : 
HA (3.159 ) 及 式 C 3.160) 合并 起 来 便 得 : 
Q, 
K, К -Hia 070, нао 0, 1 
| | М 
0 -К,, -Ha Ka) Ча to H, U, ' 
Q, 
(3.161) 
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如 果 在 边界 :及 边界 :上 的 2 为 已 知 ， 则 整个 边界 上 的 未 
知 量 q(Q。) 可 利用 式 (3.161 ) 确定 。 如 果 在 边界 下: 上: BA, 
在 边界 :上 9 已 知 ， 则 式 〈《3.161 ) 可 变 为 


| О: H 
Ky К, -Hii ° Q. а ° (7, 
0 -Ka -Hae H |U, lo н, lQ, 
и, 
(3.162) 
r, á g г, $ 
2 R m "a г, 
图 3.8 


ЖИНА. (3.162) 可 求 出 边界 未 知 量 。 如 果 区 域 是 非 均 匀 的 ， 
则 这 个 区 域 可 分 为 若干 个 子 域 进行 计算 。 当 计算 区 域 过 分 狭长 
时 ， 为 了 保证 计算 结果 有 足够 的 精度 ， 可 以 将 它 分 为 几 个 形状 较 
短 的 子 域 进行 计算 。 由 上 述 可 知 ， 如 果 将 整个 区 域 分 为 若干 个 子 
域 计算 时 ， 则 边界 未 知 量 的 系数 矩阵 便 变 为 带 状 和 矩阵。 这 种 方法 
对 弹性 力学 、 板 沉 等 其 他 问题 都 适用 。 
(二 ) 无 限 域 问 题 
在 位 势 问 题 计算 中 ， 常 常 遇 到 无 限 域 问 题 。 图 3.9 是 一 个 无 
狠 域 ， 当 ! = 0 时 ， 它 的 边界 积分 方程 为 
CCP Р) = |, tac Qo "Р, О,) 
—u(Qo)g*( P,Q dr(Q,) 
+ fe [KQO P, Qo) 
-wQwar(P,Qwldr(Q) — C3.163) 
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п 


с=т» 


图 3.9 
当 Fi-=T- 时 ， 可 以 证 明 
т, Сос, Yu P,Q ) -WuQ P,Q JATO, ) 


Ti 一 Te 
=0 (3.164 › 
因此 式 (3.163 ) 可 以 变 为 
CCP)u(P)= f, UQUP, Qo) 
-щ(Оь)ч*ОР,О„)14Г(0,› (3.165 > 


( = ) 区 域 积 分 的 处 理 
A 3.1) 及 式 (3.2 ) 可 以 化 为 下 列 边界 积分 方程 : 
С‹РэщР)у= | EQ P, Qo) 
>u Qa dg’ P,Q dT(Q)+f (3.166) 
式 中 f= fg KONP, QdQ (3.167) 


A (3.167 ) 为 区 域 积 分 ， 它 可 以 变 为 边界 积分 。 下 面 介 绍 
两 种 方法 : 
(1) 第 一 种 方法 。 如 果 设 
у20(0)= 0 QEQ < 3.168) 
V*F=us(P,Q) C3.169 > 
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则 利用 格林 第 二 公式 可 得 ， 


f= [eaFVan- Fab/amar 2.1702 
(2) 第 二 种 方法 。 如 果 设 
дЕ/дх = bu* (3.171) 
WM 3.167 ) 便 变 为 
1=|Есоз(л,х)аг C3.172) 


HERTA, PHR ( 3.170 ) RA (3.172 ) 可 以 将 区 域 积 
分 化 为 边界 积分 。 
СҮ 2 1*(5;,5,) ж9*(5;,5,) #275 
本 节 以 二 维 问题 为 例 ， 因 此 


EERE i £ \ 
иг = A l (1) | 

kz] (3.173) 
cos | 


4*(з,,5;)= - == 


AF r K 0 如 图 3.10 所 示 。 当 ;二 7 时 ， 可 利用 式 〈3.173 ) 确 
TEU* C SyS; ) Жа" C SaS) 。 
і = 时，u*(si, s;) 可 以 利用 式 《3.31 ) 确定 : 


h 
1 [*i+— 
изз) К] jus si,s)dT 
h 
arafat 
“элй | {з Jar (3.174) 
2 


HASITA: гес „з= si 时, 则 r= 0; 5 sss- ZMN, 
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mlr= - 4⁄2, ве +B, 则 r=h/2 。 因 此 式 (3.174) 可 
变 为 


29( SS )》 = 点 (21) (3.175) 
由 此 可 得 ; 
utses) = -27|1 -1a(+-)] (3.176) 
因为 由 图 3.10 及 图 3.11 可 得 ; 
соѕ0 = а/т, т? = 42 +(5-5,): | 03.177 > 
吉之 二 二 二: ше ВИС ы ы. 
因此 gs e eos 0 žaidi r G 《31787 


式 中 d 是 了 点 与 ;点 切线 之 间 的 距离 。 利 用 式 《3.30 ) 可 得 : 


s t 


т 
< К q*(s,,s)d T 


4*(5{.5{) 


sti 
= -zh Er ds (3.179) 


当 i=j 时 ， 因 为 d= 0， 因 此 由 式 (3.179) TA: 


4*(5(,5,)= 0 


图 3.10 
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83.6 动 水 压力 的 样 条 边界 元 法 


为 了 分 析 地 震 时 坝 体 的 应 力 及 变形 ， 必 须 考虑 水 库 内 的 水 体 
与 挡 水 坝 的 共同 作用 。 为 此 就 必须 研究 水 体 微 幅 运 动 时 作用 在 坝 
体 迎 水 面 上 的 附加 水 压力 。 这 个 附加 水 压力 ， 一 般 称 为 动 水 压 
力 。 本 节 介 绍 样 条 边界 元 法 解 动 水 压力 问题 。 实 例 计算 结果 表 
明 ， 此 法 不 仅 具有 精度 高 、 适 应 性 强 的 优点 ， 而 且 易 于 编 制程 
序 ， 输 入 数据 少 ， 内 存 少 ， 能 在 微机 上 实现 。 


( 一 ) 计算 公式 


为 了 计算 方便 ， 我 们 作 如 下 假定 ，( 1 ) 地 震 时 ， 库 水 与 坝 体 
的 运动 是 二 维 小 振动 ;( 2 ) 不 考虑 水 的 粘 滞 性 ;( 3 ) 不 考虑 自由 
水 面 波动 效应 ;( 4 ) 坝 体 是 刚性 的 ， 地 震 时 坝 体 与 地 基 一 起 作 水 
平 谐 和 运动 。 在 上 述 假定 条 件 下 ， 水 体 应 满足 下 列 方程 ， 


du__ 1 др Ә?о 1 др 
ді? 


= - і ‚ = 


of р Ox 
òp, òp_ 1 òp 
дх* * дуї cr дїї 
式 中 4 及 v 是 水 体质 点 的 位 移 分 量 ，p 是 动 水 压力 ， 它 们 都 是 
х,у, РА, о 是 水 的 密度 ，c 是 水 中 的 声速 ，t 是 时 间 。 
根据 假设 ( 4 ), 地 震 时 刚性 坝 上 游 面 的 加 速度 可 表 为 eet, 
其 中 是 沿 振 频率 ， 于 是 可 设 


J (3.180) 


P= рь,(х,у) 4985 (3.181) 
将 式 (3.181) 代入 式 (3.180) 第 三 式 便 得 : 
2 2 
Br p Ob караа (AEA (3.182) 


gx? ду 
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式 中 а= ос (3.183) 
A (3.182) 为 Helmhotz 方 程 。 如 果 假 定 水 是 不 可 压缩 
的 ， 则 c->co，k-> 0 ， 因 此 式 (3.182) 便 变 为 Laplace 方程 : 


Vipbo= 0 (x,y)EQ (3.184) 

对 于 式 (3.182 ) (3.184) 常见 的 边界 条 件 有 下 列 两 种 : 
b = Po Е єг» (3.185) 
q, =др,/дп =, (х,›)ЄГ, 


例如 ， 当 刚性 坝 体 与 地 基 作 水 平 谐 和 运动 时 ， 图 3.12 所 示 水 库 区 
域 的 边界 条 件 为 
Р.= 0, y=H; gq=0, y=0 | 
(3.186) 
Qa = – ри, x=L; q=0, x=0 J 
Җи и 是 水 质点 沿 坝 面 的 法 向 加 速度 ，n 为 库 水 边界 的 向 外 法 
线 ， 其 正方 向 指向 水 体外 部 。 假 设 坝 体 铅 直上 游 处 水 质点 的 水 平 
加 速度 等 于 地 面 的 水 平 加 速度 ， 关 于 边界 条 件 的 详细 叙述 见 文献 
[7 ] 及 文献 [ 8 ]。 


图 3.12 
(二 ) 边界 积分 方程 


1。 Laplace 方程 的 边界 积分 方程 
式 (3.184) 可 以 变 为 下 列 边界 积分 方程 : 
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CCP)ps(P) = [| Cda (Q. PHP, Qo) 
= рО, )9%0Р,О,)ЈаГ(Оь) (3.187) 


то а; = Әр Әп \ 
(3.188) 
вна) J 


1. H:lmhotz 方程 的 边界 积分 方程 
利用 格林 第 二 公式 ， 可 以 将 式 (3.182 ) 变 为 下 列 形 式 ， 
[сурж ер раа 


--{, (go Ро – род) d ` | (3.189) 
如 果 设 p 满足 下 列 方程 : 


vip +hips= -6 P,Q) (3.190) 


将 式 《3.190 ) 代入 式 (3.189 ) 得 到 的 边界 积分 方程 与 式 (3.187 ) 
相同 ， 只 不 过 pt HA (3.190 ) 确定 。 
由 式 C3.190) 可 得 ， 

эї= - TN (hr) (3.191) 
SP rè PAR О» 点 的 距离 ，N olhr) 是 零 阶 Nenman 函数 。 


(三) 样 条 边界 元 法 

由 上 述 可 知 ，§ 8 .2 至 § 3 .4 所 示 的 样 条 边界 元 法 的 计算 
客 式 对 动 水 压力 的 计算 都 适用 ,只 要 将 4 及 u* 分 别 用 po Җ pt 
RE, # q 及 q* 分 别 用 q. 及 а 代替 就 行 了 。 用 样 条 边界 元 法 
解 动 水 压力 的 具体 计算 过 程 与 $3 . 2 相同 ， 见 文献 [ 6 ]。 

$6 


53.7 三 维 问题 的 样 条 边界 元 法 


对 于 三 维 问题 ， 边 界 元 法 只 对 整个 物体 表 面 章 分 单元 ， 常 见 
的 边界 元 有 三 角形 单元 各 四边形 单元 。 还 可 以 用 等 参 元 分 析 三 维 
问题 。 。 本 第 介绍 一 个 三 维 问题 的 样 条 边界 元 法 ， 它 是 以 坐标 
变换 及 样 条 函数 为 基础 的 ， 先 利用 坐标 变换 将 任意 四 边 形 单元 
RFR) 变换 为 正方 形 单元 ， 然 后 利用 边界 积分 方程 及 B 样 条 
多 数 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 1 '。 


С) ЖЖЖ 


图 3.13 是 一 个 四 结 点 四 这 形 单元 〈 或 边界 子 域 ) ， 它 的 坐标 
变换 公式 为 


4 4 4 
х= Ух, у= у] Му, 2= У) N ay. (3,192) 
п -i 


式 中 N,=(1-£X1-n)> № = 7 koa 
Мз 1-0 №,=(1- n 


(3.193) 


在 图 3.13 中 ， 图 (Ca ) 是 实际 边界 单元 ， 图 (5 ) 是 基本 单元 ， 它 
们 之 间 变 换 是 一 一 对 应 的 ,有 一 种 映射 关系 。 因 此 ， 在 式 (3.192) 
的 变换 下 ， 图 3.130 可 以 变 为 图 3,135。 攻 3.136 为 7 平面 的 单位 


EJE (0<E<1, 0<n<1)5 
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图 3.13 


图 3.14 是 一 个 八 结 点 四 边 形 单元 ( 或 边界 子 域 ) ， 它 的 坐标 
变换 公式 为 


s 5 П 
х= у, М, у= у Nye 2= Ne (3.194) 


式 中 N, =(1-£X1-nX -2£-2n+1) 
N = 1-70242-270-1) 
М, = #7(22+27-3) 
М, =(1-é)n -2&+2)-1) 
М№,=401-4)01-7), №, = 44701-1) 
М№,=401- E)n, М,=4(1-&)(1-)п (3.195) 


图 3.14 
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( 二 ) 样 条 边界 元 法 
如 果 将 边界 分 为 了 个 边 世 区 域 ， 则 式 〈 3.10 ) 便 变 为 


C(P.yu( P.) = Ж П.(Р,,0,)+/ (3.196) 
式 中 f =C WP, )- ETI Pa Qo) (3.197) 


IC, Q= | [ u Po Q (Qy) 
= a* Pos Q (Q, Јаго,) (3,198) 


TS (Р,,0,)= |. Lus ps,Q a" Q,) 
=a" Pa Qo u° (Q, drQ) (3.199) 
因为 在 式 (3.192)、 式 (3.194) 所 示 的 坐标 变换 下 ，d 丁 可 以 
变 为 下 列 形式 : 
аг =|Aldédn (3.200) 
因此 ， 经 过 坐标 变换 后 ， 式 (3。198 ) 及 式 (3.199) 便 变 为 
IP= o сан, 04) 


-q*(P,,Q,u(Q,)]J 141 аал (3.201) 


ПР» Q= | Санс, „О.а, 


=a" Po Qa u° Q, Jl A|dšdn: ` (3.202) 
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式 中 Qi j. = 
14] =(аї+аї+ 31) (3,203) 


=( ду oz _ ou 9z 
=N SE n on oF ) 


0 


(3.204 
д5 on š òn 


=( 2x ди _ ду òx 
%=( д# дӧл é Ən ) 
1。 第 一 种 方法 


如 果 将 边界 区 域 I n 沿 二 方向 分 为 Na 等 分 ， 沿 了 方向 分 为 
AM。 等 分 (图 3.15 ) ， 则 式 (3.201) 及 式 (3.202 ) 便 变 为 


п 


У.М 
П,СР,,&,,7;) = = Eh A [a P. £ n IE TEUER) 


-q*( P a ,£ n W & ‚т, ANhi „Аа (3.205) 
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ПР.) EI Poson DEn) 
=a" Pasi n i ut(&¿,n ALhi „Еа (3.206) 
式 中 A. =l1/N,, han=1/Mn 
将 式 (3.208) 代 入 式 (3.196 ) 便 得 下 列 残 数 方程 : 
RP, ›= СОР Po)- BI Passn df Ps) 


(3.207) 


RH Ра) = ССР, MCP y= УПСР, ооп) (3.208) 


如 果 设 P。= Po Q =(4,,755 W 
u, =u(Q,)=u(£,,0;) 
í. 9.=900,)=9,,)), 1=0, 1, 2, зе, тз 
u= P) Ё=0, 1, 2,: =, N 103,209) 


趟 中 'Q, 点 的 编号 如 图 3.16 所 示 。 因 此 ， 将 式 《3.209 ) 代入 式 
(3.207) 可 得 ， 


图 3.16 
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(Ry=[Cluy+ ECF nta 
-[K1,(qh,.)- {f} (3.210) 
др (f =C) + ECU (us) CK Inta (3.211) 
{u}= [u, щ u, з uy] 
(0а, шсш е шщ 


{gq}mn=[9o Qi Q. … Q,J% 


СЁ = hinhin" rs), CAD, 


v—— 


(3.212) 
[K1, = А, „йз a [u*J,Us1 UA, 
[CJ=diag(C,, Cis Cas +, Cn) (3.213) 
其 中 [4l)=[41l ,@[4l, (3.214) 
СА], „= біар(л,, Ais Аз» “s 4.1) 
й ñ ] (3.215' 
Cilin = diag(CAo, А, А, “ts Ага) 
[u*J,=[u*(P,,Q, 3), k=0,1,2-, N 
0 (3.216) 
[q"J,=[q*(P., Оу 1=0,1,2,+е,г 
[s]。= diag(so, Sis Sas *Ө› Sp) (3.217 
s, = | A(Q,)| 1=0, 1, 2, +66, ғ (3.218) 
这 里 r=(N,+1XM, +1) 
z1= N. z2= M,, 
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LA1@LBJ=[a, ;LBJJ (3.219) 


基本 解 F*( P.o Q) 可 以 用 配点 法 确定 ， 也 可 用 下 列 积分 式 
确定 : 
FP., Q.) = e ee E а Pi,Qo ydédn 
(3.220) 
式 中 F*=u", q", Q,=(é, n) 
A (3.220) 可 用 高 斯 求 积 公式 计算 。 式 (3.210 ) 可 以 写成 
下 列 形式 ， 


{R} =[H1(u] - [K 1(q) - {f} (3.221) 
利用 配点 法 可 得 : 
CHJ} =[K1(q) + {f} (3.222) 


A (3.222) 与 边界 条 件 有 关 。 利 用 式 (3.222) 可 求 出 边界 未 知 
量 ， 但 要 注意 引入 边界 条 件 。 当 边界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 (3。 

10) RA (3.12 ) 的 离散 化 格式 即 可 求 出 域内 任 一 点 的 u( P ) 值 
Kaq P Yë, 


2。 第 二 种 方法 
如 果 边 界 未 知 量 用 三 次 B 样 条 函数 双 近 ， 则 


s1. £2 
Hn Qo)= 5 Dau s $C РСТ) | 
| (3.223) 


gn(Q)= э ава) J 


Ah О„=(4,7); чул =0,(,,73), Фа =) 
ф‹(4) R ó,(n) 为 三 次 且 样 条 函数 构成 的 基 函 数 ， 可 采用 第 
一 章 式 (1.27 ) 所 示 的 形式 。 
将 式 (3.223 ) 代入 式 (3.201) 可 得 ; 
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Elpa Pos Qo) 


=$ E (fp Po Q ест Ааа), sn 


1 хз 


E (| "Род, 1аат )uos 


С3„422 
$ 1 
式 中 А j: -f f 
ЖЛЕ шу„=ш„=ш„(б,) 
| qisn= Qin= 9,001) 
$£) /(n)= NEn) (3.225) 
则 式 (3.223) 可 变 为 ` M. 
Í un Qe) = Eun N. ,1) | | 
| ‚ (3.226) 
| 


q, Qo ›= аы £,n) 


由 上 述 可 知 ， 式 (3.196 ) 可 变 为 
` CCP, XPa) 


= 站 [站 (| аР... тағат Jora 


E K(f POON, nlAlasdn Jim | 
+ КОР») ‹3.227) 
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如 果 设 P。= P, (= 0, 1, 2, = N), WA C3.227) 可 
变 为 


гсш, KI СНО) И (3.228) 


д СЕ, = LA ala k=0, 1, 2, >, N 
` А үбү i Ë (3.229) 
[Kje = СК] 1=0, 1, 2, =, r 
Faf а 
Гл 
(3.230) 


Ка= | асры бт Ni CEs) Һа1аваз) 
Гм 
Ж (3.230) 可 利用 二 维 高 斯 求 积 公式 计算 ， 见 第 一 章 附 录 。 由 
式 (3.228 ) 可 得 : 
[H1(u)=[K1(q) + (f) (3.231) 
AP (= ССР) fP) ++ fP (3.234) 
JP 可 以 利用 公式 С 3.197 ) 确定 。 式 (3.231) 与 边界 条 
件 有 关 ， 计 算 时 必需 引入 边界 条 件 。 


83…8 计算 例题 
我 们 利用 Fortran77 语 言 编制 了 计算 程序 , 在 IBM 一 PC i 


“机 上 计算 一 些 例题 。 计 算 结 果 表 明 ， 样 条 边界 元 法 的 程序 简单 ， 
计算 时 间 少 ， 精 确 度 也 高 ， 值 得 推广 使 用 c13C*]。 
【 例 3.1】 图 3.17 为 流体 绕 两 个 平行 的 平板 之 间 的 贺 柱 体 
流动 。u 表 示 流 线 型 而 9 = 04/3n 为 流速 ， 求 4 及 q 值 。 
由 于 对 称 ， 只 需 取 四 分 了 一 进行 计算 。 图 3.18o 为 计算 简 图 
HARRIE. 
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我 们 用 一 次 样 条 边界 元 法 对 图 3. 18c 进 行 计算 ， 计 算 结 果 见 
Раз. 185。 这 个 计算 结果 与 有 限 元 法 
的 计算 结果 相差 很 小 。 一 次 样 条 边界 
元 法 的 计算 格式 与 普通 边界 元 法 中 常 
边界 元 法 的 计算 格式 相当 ， 但 工作 量 
比 常 单 元 少 ， 原 因 是 本 法 一 开始 就 直 
接 对 边界 积分 方程 进行 数值 积分 ， 且 图 3.17 
采用 最 简单 的 梯形 求 积 公式 ， 而 普通 边界 元 法 中 的 常 边界 元 是 按 
高 斯 求 积 公式 进行 求 积 。 因 此 ， 在 划 同 样 多 单元 的 情况 下 ， 常 单 
元 所 用 数值 积分 的 计算 工作 量 是 一 次 样 条 边界 元 法 的 四 倍 。 普 通 
边界 元 法 中 线 单元 的 工作 唱 就 更 大 。 一 次 样 条 边界 元 法 的 结果 相 . 
当 于 线性 边界 元 结果 的 精度 ， 但 工作 量 比 单元 线 少 得 多 ?。 


图 3.18 


【 例 3.2 〗】 环形 域内 的 边 值 问题 为 
Viu=4 VPE{(r,0)|1<r<2} 
u=1, r=1; И 
и=4, r=2。 
利用 样 条 边界 元 法 求 4 及 9 值 〈 图 3.19 ) 。 
本 例 采 用 极 坐标 ， 其 精确 解 为 = г?, 
取 = 32 等 分 (图 3.19 ) ， 计 算 结 果 列 在 
表 3.1 中 。 
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sbb; EENE 


383.1 4 及 9 的 计算 结果 


大 | 
Qe | G,z | ABr) (1.5,| (1.5, 1 (1.2, 
/16) | /16)| 3) | -л/3 |-7z/8) 3л/4 


| 


ис qp | ЧЕ | ЧЕ 


3.336 | 2.255 | 2.255 | 1.465 


3.24 | 2.25 | 2.25 | 1.440 


【 例 3.3】 ”图 3.20 为 扭 杆 的 矩形 截 
面 ， 求 它 的 握 转 应 力 。 
扭转 应 力 函数 的 边 值 问题 为 
Vap= -2Gb 
olr= 0 
我 们 用 一 次 样 条 边界 元 法 计算 扭转 应 力 ， 
把 边界 均匀 地 分 为 22 等 分 。 计 算 结果 列 在 
表 3.2 中 。 
表 3.2 扭转 应 力 函数 的 计算 结果 
в 伴 条 边界 元 法 解析 法 Mm AARE M | 


0.2985 0.2907 | (0,-0.5) | 0.8845 |0.8821 


0.5960 0.5918 | (-0.5,-0.5) 0.6697 10,666 


0.7788 0.7769 | (-0.8,-0,5)| 0.3282 |0.3235 


0.5948 ` 0.5918 | (0.8,0) | 0.3325 | 0.3328 


(-0.8,1) 0.2978 0.2907 (0,0) ` 0.9137 ! 0.9110 


> нб ЗАЙ 
@.8,-0.5)! 0.3280 0.3235 | (-0.5,0) 0.6898 | 0.6870 
0.5.0.5) | 0.6695 0.6666 ^ч; 


RF | G | cr | жт со св 


(013.41 计算 水 库 坝 体 的 动 水 压力 <2。 
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首先 不 虚 水 体 的 可 压缩 性 ( 图 3.21 ) 平底 水 库 ， 刚 性 坝 铅 直 
上 游 面 上 的 动 水 压力 与 解析 解 的 比较 如 图 3.22 所 示 。 计 算 时 取水 
库 长 度 为 坝 高 四 倍 ， 整 个 边界 共 分 40 段 ， 采 用 三 次 样 条 边 界 元 . 
法 。 

当 坝 体 上 游 面 倾斜 时 〔 图 3.23 ) ， 动 水 压力 随 倾斜 度 的 增加 
而 减少 。 图 3.24 是 随 e 变 化 时 动 水 压力 的 变化 。 
当 水 库 底 倾斜 时 《 图 3.25 ) ， 动 水 压力 随 倾 斜 度 的 增加 而 减 . 
图 3.26 是 动 水 压力 随 h 变 化 的 示意 图 。 
当 水 体 为 可 压缩 性 液体 
时 ， 动 水 压力 与 激 振 频率 有 
关 。 图 3.27 为 o/o: 小 于 1 
时 图 3.21 所 示 刚 性 体 上 游 面 
的 动 水 压力 。o: 是 水 库 的 基 
本 自 振 频率 。 由 图 3.27 可 
知 ， 当 o/o: 很 小 时 动 水 ШЖ 
力 接近 于 不 可 压缩 液体 的 结 


少 


图 3。21 
ж. о/о BF 1 时 动 水 压力 趋 于 无 穷 大 。 


样 条 边界 元 法 


002704705 08 0779 Mn 


83,22 3.23 
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| 
©? OG 06 08 1.0 Р/р 


图 3.24 93.25 
Ун ин 
1.0 1:0 
ws 0.8 
o} EENI 956 оры =0.3 
УЫ 0.4 “9/9, =0.7 


0.2 
Ps | ойн 


о 0.2 0.4 0.6 0.8 


Pol pütt 
0 0.2 0.406 0.8 1.0 


13.26 83.27 
上 述 主要 介绍 各 向 同性 的 线性 的 位 势 问 题 。 对 于 正 交 蜡 性 位 
势 问题 及 非 线性 位 势 问 题 ， 见 文献 [2] 及 文献 [12]，, 利 用 这 些 边 
异 积 分 方程 可 以 建立 正 交 蜡 性 位 妇 及 非 编 性 位 妆 亲 是 的 样 条 池 界 
元 法 ， 见 文献 [13] 及 文献 [14]。 
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第 四 章 ， 弹性 力学 的 样 条 边界 元 法 


在 工程 设计 中 ， 许 多 问题 可 以 化 为 求解 弹性 力学 问题 。 例 
如 ， 坝 体 应 力 分 析 ， 岩 体 地 应 力 分 析 ， 固 体 裂 经 尖端 应 力 分 析 ， 
高 层 建 筑 剪 力 墙 应 力 分 析 ， 各 种 工程 中 深 梁 应 力 分 析 及 固体 接触 
得 题 ， 都 可 以 按 弹 性 力学 问题 进行 分 析 。 因 此 ， 弹 性 力学 问题 是 
一 个 非常 重要 的 研究 课题 。 

弹性 力学 问题 有 线性 的 ， 也 有 非 线性 的 。 本 章 主要 介绍 线性 
弹性 力学 问题 的 样 条 边界 元 法 ， 它 基于 下 列 假设 ，( 1 ) 固 体 是 完 
全 弹性 的 ， 应 力 与 应 变 成 线性 关系 ; (2 ) 材 料 各 向 同性 ;〈 8 ) 位 
移 及 变形 是 微小 的 。 这 个 方法 的 计算 格式 十 分 简单 ， 容 易 在 微型 
电子 计算 机 上 实现 。 计 算 结果 表明 ， 利 用 样 条 边界 元 法 计算 弹性 
力学 问题 ， 不 仅 计算 方便 ， 而 且 精 确 度 也 高 。 


8$ 4.1 基本 方程 
在 直角 坐标 系 ox:xaxs 中 ， 弹 性 力学 的 平衡 方程 为 
Ot+bi=0 i=1,2,3; j=1,2,3 (4.1) 
边界 条 件 为 
uau QET, (4.2) 
pi=p: QET, (4.3) 


式 中 ，co 一 一 应 力 分 量 ;.， 
6 一 一 方向 的 体力 力量 ; 


户 一 一 x; 方 向 的 面 力 分 量 ， 力 是 已 知 值 ; 
4 一 一 %; 方向 的 位 移 力量 ,是 已 知 值 。 
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应 力 与 面 力 的 关系 为 
р,=оүуп, i=1,2,3; j=1,2,3 ‹4.4› 


ҖИР п, 是 相对 于 xy BJ УРЕ n 的 方向 余 纺 ， 即 
пу =cos(n,x;) 
应 变 与 位 移 的 关系 为 
egs bhus uns) (4.5) 
Җир eu — ФУ: i=1,2,3; j=1,2,8. 
应 力 与 应 变 的 关系 为 
OaD k=1,2,3; j= 1,22, 9 (4.6 > 


对 于 各 向 同性 弹性 体 ， 则 式 C 4.6) 中 的 Deyw 可 变 为 


Disa = Ад, убы +G (Sibt дуде) (4.7) 
Ж  А=2Си/(1-2и), G= E/2(1+ nu) (4.8) 
(1, {=] 
‚у=, (4.9 
0, itj 
其 中 4 是 泊 松 系数 ，E 是 弹性 模 量 ， 因 此 ， 式 〈4.6 ) 可 以 变 为 
о,,=2(є,,+ Ад, у, (4.10) 
EZ є,;=0,,/26- Вод, (4.11) 
Ж  B=p/2G(1 +4) (4,12 > 
应 力 与 位 移 的 关系 为 
оу = Dijeli + шщ, (4.13) 


将 式 (4.5 ) 代入 式 (4.6 ) 便 得 式 C 4.13) 。 对 于 各 向 同性 弹性 
体 ， 式 (4.13 ) 便 变 为 


Og = Абд, уш, С(и,,у+и,,() 《4.14》 
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式 中 Dim=Dio=Dein=Dys ОС б 《415) 
将 式 C 4.13) КАХ ( 4.1) 便 得 : le 
Diusistbs= 0 | (4.16) 


对 于 各 向 同性 弹性 体 ， 式 〈 4.16 ) 便 变 为 ! 
[Aó da + С.у + дуд ЭЛ», +6, =0 “ Ca) 
利用 克 罗 内 克 6 符 号 的 性 质 可 知 ，，  .。 . jo 
PEE E PA 1 Ë 
д‹дуайә = Qati афу i холу Ch). 


Ó aQ ry = uj = Чуз Шуа ygt 
同时 Mek 二 es GA Ур (с> 
HAO 代入 式 (a)， 并 考虑 式 (c)，、 便 得 一， 
CAEG) ùj t+ Gu +b 7 
又 因为 有 +G=G/(1-24)、 因 此 式 (4.17) 可 变 为 


— usse + Gu ss + b=0 an 6418) 

这 就 是 用 位 移 表示 的 平衡 方程 ， 称 为 Navier 方 程 。 式 中 /为 泊 松 
系数 。 f 
ш 《4.13 ) 代入 式 (4.4) Т зс san 


= Ац, б, n, +С(и,,у+шу,,)п, Р (4.19) 
РЧ з 5 位 移 的 关系 。 
本 章 采用 爱 因 斯 坦 的 求 和 约定 ， 并 且 规 定 | 
FA ®а®ўдх,, F, =ò? Ру; Bx; ЗР. 
ТРАТИ ИЙ-И ева 1 


“sal ARBARE sa 
ATAA: 建立 边界 积分 方程 可 以 用 加 权 残 数 法 
ъ13 


也 可 以 用 外 功 互 等 定理 。 本 章 利用 外 功 互 等 定理 建立 弹性 力学 问 
题 的 边界 积分 方程 。 

《一 ) 外 功 互 等 定理 

对 于 弹性 力学 问题 ， 由 外 功 互 等 定理 可 得 下 列表 达 式 

人 Pautar + | asao | prudr + | овоо 

1=1,2,3 (4.20) 

它 的 物理 意义 是 ， 第 一 组 平衡 力 系 p: 在 第 二 组 位 移 u? 上 所 做 的 功 
等 于 第 二 组 平衡 力 系 ?在 第 一 组 位 移 4. 上 所 做 的 功 。 

(=) 积分 方程 

如 果 如 是 一 个 作用 在 区 域 只 内 点 处 方向 上 的 单位 集中 力 ， 


则 

bt = ôP) k=1,2,3 ~ (4.21) 
它 满足 下 列 方程 

Ofr, +6.(P)=0 (4.22) 


式 中 ACP) 是 狄 拉克 о 函数 ， 即 
=, Q=P 
ACP) = 
Lo, QP 
将 式 ( 4.21 ) RAR ( 4.20 ) 便 得 下 列 积分 方程 ， 
Р) = 人 Филч) аг + [Ыб — Ca.) 


式 中 wu( 卫 ) 是 区 域 QR 内 P 点 处 方向 上 的 位 移 ，u? 及 p; 都 是 基本 
解 ,它们 分 别 表示 了 点 处 受 & 方 向 单位 集中 力作 用 时 所 产生 的 位 移 
及 面 力 。 如 果 在 三 个 方向 上 都 有 单位 集中 力作 用 ， 则 式 ( 23) 
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便 变 为 
mCP) = 人 [Qu «20Р, Qa) - PRCP, eQ) (Q. | 
хаг(О,) +}, k=1,2.3 1=1,2,3 (4.24) 
式 中 Г=Г„+Г, 
f= fg QEP, QAQ (4.25 > 


这 里 下 .表示 ч, 为 已 知 的 边界 部 
分 ， L 表示 Р, 为 已 知 的 边界 部 
分 (图 4.1) „ча K ph B E 
本 解 ， 它 们 分 别 表示 由 于 受 A 方 
向 单位 集中 力作 用 时 而 在 1 方向 
产生 的 位 移 和 面 力 (图 4。2 ) 。 


《三 ) 基 本 解 
弹性 力学 问题 的 基本 解 ut 及 4 可 以 选用 无 限 大 物体 己 点 受 


方向 单位 集中 力作 用 时 而 在 Q 点 1 方向 产生 的 位 移 及 面 力 。 
足下 列 方程 ， 
Dijim ий „m;i (P,Q) +ô ôP, Q) =0 (4.26 ) 
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由 式 〈4.26 ) ЖШ up 后 ， 利 用 式 C 4.13) 即 可 求 出 cgy， 最 后 
由 式 (4.4 ) 可 求 出 面 力 ， | 


f, = 0,1; (4.27) 
三 维 各 向 同性 体 的 基本 解 为 
` s 1 ЕЕ rr 
uR P,O = ДТ [з-д +; ] (4.28) 
. с. -1 дг w BrT 
PRIP, Qo) = sa prl KEN 1-24) ди + 一 点 | 
+ (12 (rem — rin.) | (4.29) 


式 中 "是 弹性 体 表面 的 向 外 法 线 ，n+ 是 方向 余弦 ! r EA PARQ 
点 的 距离 ， 即 r= РО 或 r=PQo; г, 是 了 在 x+ 轴 上 的 投影 ( 图 
4.2), 

T=% (Q)-x,(P); ғ, =х,(0,)-х;(Р) (4.300) 
ar/an 是 在 Qu 点 的 方向 导数 ， 即 


ае ат, (4.306) 


式 中 ут" r=./r.r. | 
二 维 各 向 同性 平面 应 变 问 题 的 基本 解 为 


„ жыз Беи _ £ < rr. 
ҸО, = Ga 3 ap)1n( LJ). | 


(4.31) 
{луу -1 or nr 
РР, = атре (85102-20) ota 
ом —rin,)] 2 64.32) 


式 中 必 为 泊 松 系数 。 对 于 二 维 各 向 同性 平面 应 力 问 题 ， 只 要 将 中 
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C 4.31) 及 式 ( 4.32 ) 中 的 p 用 1 RERIT. АН 
и'=н/(1 +n) (4.33) 


(四 ) 边界 积分 方程 

‚ АШ Г 上 的 uQ) 及 РСО,) 都 是 已 知 的 ， 则 利用 式 
C 4.24) 即 可 求 出 区 域 吕 内 任 一 点 P 的 位 移 。 但 在 实际 问题 中 ， 
通常 是 混合 问题 ， 在 边界 P. LABEM, BAJRA, MEL 
Г, БШО, ВОЖА. И, 必须 先 求 出 边界 上 的 未 
知 值 。 为 此 ， 将 PP 点 移 到 边界 厂 上 ， 记 为 P。。 当 Q。= P。 时 ， 因 
为 ut 及 p 有 奇异 性 ， 因 此 PP, 是 一 个 奇异 点 。 为 了 利用 式 ( 4. 
24) 建立 过 界 积 分 方程 ， 我 们 在 边界 工 上 的 已 ,点 作 一 个 以 Pu。 为 
中 心 x е ДЕКЕТ Г, С 图 4.3 ) ， 其 中 e 为 任意 小 的 正 数 。 
这 时 式 (4。24 ) 便 变 为 


„Ру = | [PQ P.,Q0- шор Pas 


0.)]4г‹о„) | [pO ut(P.,Q,. 


-UQOPE P,,Q, Jaro 
+ 62:9) uP, QdQ) (4.34) 
Че 0, W 5—0, Г,-—>0, 
G0。 
因为 可 以 证 明 
lim fp, ш Pa Qo) 
xpi(Q)AT(Q)= 0 
! (4.35) 
因此 ,， 当 se- 0 时 ， 式 (4.34) 
可 变 为 下 列 边界 积分 方程 ， 
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Cuu 0Р,) = | Сог Per QPO- PR (P,,Q,.)u.(Q,)1 
хаг‹О,) + f, C 4,36) 
式 中 С, = dutlimf Ра, QdQ (4.37》 


利用 式 (4.37 ) 可 以 确定 Cofio 钢 在 以 弹性 为 学 平面 应 变 
问题 为 例 ( 图 4.4 ) ， 在 边界 下 ,上 ， 因 为 +r=e， 因 此 


ғу = 2с050 , г = е5іпб bi $ 
) C4.38> 
ГА 
Sr = =1 ги—тп,=0 у 
将 式 (4.38 ) RAR (4.32 ) 便 得 ， . 
. о) = “r Tae 
PRPS QD = су су | 208, + антет] 
(4.39 > 
将 式 (4.39) RAR (4.37) 可 得 ， 
Cy = 1+lim a Q iy INI [‹ 1-24) +2соз:0]еа 
=1- а [460-006 іга) © (ала) 
1250+ lim ma- „Г? 2 cos0sin0ed0 
TS ру sinta C 4.400) 
同 理 可 得 ，C:: =С,., С.. = С, 
对 于 弹性 力学 平面 应 力 问题 ， 式 〈《.40 ) 可 变 为 
Cu=Cii=1- , 1 ‚(зв-4 узага) ` 
| зу 


С,„=С»,= КИ 
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Е Ро п, 
а-л, 因此 式 (4.40) 及 
式 (4.41 ) 便 变 为 

Cu = д, (4.42) ++ 

利用 式 (4.36 ) ЖН ё 
边界 工 上 的 未 知 值 。 当 边界 L 
工 上 的 边界 未 知 值 求 出 后 ， 
利用 式 (4.24) 即 可 求 出 区 域 
Ору Риви, СР), р 

由 上 述 可 知 ， 弹 性 力学 问题 的 边界 积分 方程 可 写成 下 列 一 般 
形式 ， 

CiP mP) = | азс, Оор) - РА (Р, Qoue] 


Xd (Q O+/f,  k=1,2,3; 1=1,2,3 
C 4.43) 


4.4 


式 中 Cue( 己 ) 与 P 点 的 位 置 有 关 ， 即 
7 бы PEQ 
18, PET 且 P 为 光滑 点 
Cu(P)= (4.44) 
eq.(4.37) PETH PHM 
Т. 0 .PE(Q+T) 
其 中 564 由 式 ( 4,9 ) 确定 。 
(五 ) 域内 的 应 力 公式 


对 于 各 向 同性 的 弹性 体 ， 将 式 (4.24 ) 代入 式 《4.14 ) 便 得 
下 列 内 点 应 力 的 计算 公式 ， 


oP)= f EDP, QPL- Sa P,Q uQ] 
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xdF(Q,)+ G. (P) : (4.452 
RH uCP)= | Dus P, Ф900) “4.46 》 
Drs P,Q) = Аб, ut, mP Qo) + GUU (P,Qe) 
+u, (Р. Qs)] "КЕ; 
S, (P,Q,)= Ад, ph, mP, Qo ) + СЇРЇ, (Р.О) 
+25, (P, Qo )] C 4.48) 
对 于 各 向 同性 弹性 体 ， 式 (4.47) 及 式 (4.48) 可 变 为 


Oset [172и 
В.Р.) у-шу [у дет + dur 
: = Âi re) Pri rir frt (4.49) 
O: G ðr fl-24, · 
Sus PQ)= у # (7 or 


+ + Susrs + дуаа) унат") 


+ Вшптут + пугать)/ т? 
+01 - 24X Bnerirs/r? + пуд +n ду.) 
=(1-40)п,д, 3] (4.50) 


对 于 三 维 问题 ， 式 中 = 2 ..8= 3，?= 5, 对 于 二 维 问题 , 式 

фа=1,8=@, у= 4。 对 于 平面 应 力 问 题 ， 在 式 (4.49 ) 及 

Җ C 4.50) 中 的 p 用 4' 代 赫 就 行 了 。 这 时 p' 用 式 (4.33 ) 确定 。 
式 中 r 为 P 点 至 Qs, 点 的 距离 ， 即 | 


r= PQ, = Vr.r.. И . C 4.51) 
Cr/9n 为 在 Q。 点 处 的 方向 导数 ， 即 : 
rs | (4.52) 
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式 中 т, r =x (Q ,)—-x (P) 
式 (4.25) 及 式 (4.46) 所 示 的 区 域 积分 可 化 为 边界 积分 。 


(ж ) 区 域 积分 化 为 边界 积分 的 方法 
式 (4.25) 及 式 (4.26) 可 归纳 为 下 列 形 式 ， 


f= wP, QQQ ` (4.53 》 
式 (4.53) 可 化 为 边界 积分 。 下 面 介 绍 两 个 方法 ， 
(1) 第 一 个 方法 
如 果 ”vq:(Q)=0 QEQ (4.54) 
Еф wt, QEQ (4.55) 


则 利用 格林 第 二 公式 可 得 ， 
= | La QVGAP,, Qs) 


= Fil(P,, Qadir CQ Idr CQ) C 4.56) 
式 中 „= Əq,/ən (4.57) 
Сї, =дЕї,/дп. (4.58) 
其 中 q, 满 足 式 (4.54 ) ，F*, 利 用 式 (4.55) 确定 。 
(2) 第 二 个 方法 
如 果 设 
ш, = Geo te- “ТТ ©" ‹4.59› 


ШЫ 66, ус спу Сконе, 4Г > (4,60) 


KEMISKE, MEAE, 
84.3 体力 处 理 方法 


ER (4.43) 中 包括 体力 积分 。 如 果 对 体力 进行 积分 ， 则 必 
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须 对 整个 区 域 进 行 剖 分 ， 这 将 使 工作 量 大 为 增加 。 为 了 减少 工作 
最 ， 可 将 体力 积分 化 为 边界 积分 。 本 节 介 绍 将 体力 积分 化 为 边界 
积分 的 一 个 方法 一。 
弹性 力学 问题 可 归结 为 下 列 基本 方法 ， 
VGu,, +шү,уу+Ь,=0 Оєо (4.61) 


ui=u QET, 


= C 4.63) 

Pi=p: QED,- 
җи V=1/(1 - 2u) | (4.63) 
现在 设 u,=ul+u (4.64) 


删 式 《4.61) 可 以 变 为 
VGuf н +Gul  +VGub „ +Gu „+Ь,=@' < 4.65) 


如 果 设 УСи) „+С! „+Ь,=0 ' (4.46) 
WIA С 4.65) 可 以 变 为 
Vul и+и},„=0 C 4.67) 


R C 4.67) 可 以 变 为 下 列 边界 积分 方程 ， 
C.C (Р) = [uti P, Qipi Qo) 


= PILP, Qa {Qo YAT(Q,) Cy 


式 中  uf=u -u pi = b — bi C 4.69) 
HA (4.69 ) 代入 式 (4.68 ) 便 得 ， 
C.C (P= | EuP QP) 


= py P.Q u (Q. Idr Qa) + fP) 
` k=1,2,3; 1=1,2,3 (4.70) 


Eh AAP)= Cal PUNP) = | Ги (P, QOQ 


122 


-pi(P, О,)и (О, Јаго) С 4.71» 


bt = сїт, (4.72) 
ut ER C 4.66 ) 的 特 解 。 如 果 平 面 应 变 问题 的 体力 为 
Б =, +b, Xi +b. X: i=1,2 (4.73) 
MEMA (4.66) 可 得 ， 
= H( -36,;х2 —b,1%}) —Ь,, x3/6G l 
(4.74) 


=Н(-35,Х%-Ь,Х}) -b12 x1/6G J 


因此 ， 应 力 0%, 可 由 下 列表 达 式 确定 ， 
= (baix, + 6102/2) - J (bosxs + bsx? /2) | 
= (6,2. +b22%3/2)—J (Бх +b11%}/2) ' (4.75) 
о\,= – (6.103 +Ь,,хї)/2 
Ap  H=(1 -20)/12G(1 -4) \ 
т 4,76 > 
Jsu -р) 
а ру: ЛЯНЕ C 4. 76) фи e/t piè 


替 就 行 
би 维 问题 的 体力 是 常数 ， 则 


ut = -b, (1 -2н)х?/С 
ot, = 4006,1 +b,;x; + 63хә)д, у -4(1— р)6, x, 
А C4.77> 
区 域内 任 一 点 的 应 力 公式 为 
oP)= | EDP, QPO) 
-Sris(P,Q ULQ IdE ) +G, (P) 
isj,k=1,2,3 (4.78 > 
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Ri Ф,у‹Рэ=о,(Р)- | Ср, ,(Р,О,)рРИО,) 


—$4,(Р,Оь„)и&(0„)14Г(О,) (4.79) 


$4.4 样 条 边界 元 法 


本 节 以 弹性 力学 平面 问题 为 例 ( 图 4.5 ) 。 如 果 将 整个 边界 
DAMRI, WA (4.36) 可 变 为 


M 
C,(P .yu(P,)= У IL,CP a s)+f(P,) (4.48) 
т=1 
式 中 k=1,2 1=1,2 
п, Раз) = | tuti, p) 
—p*(Poss)u(s)JdT(s). (4,81) 
M 
/1AP)= > SEGR Р, s) 
m=1 
= Fr(Po,s)b, „(5)24ГС) (4.82) 
ЖР s EAA TAMER. ТЕГА ЛАЕК, 
(一 ) 第 一 种 方法 
如 果 边界 每 个 区 域 分 为 Na 个 等 分 : 
s| <s,<s,<-=<s,, z= Nn 


St=So+ihn， hn=seri~ ste=In/Nn 


MIR (4.81) WEH 
N. 
П,„(Рь,5:) = P tuh Pors рза) 
= РАСР,,5,)ш (з, h, С 4,83 > 


АА 


M Na 
#КР„ь)= > > 2.06%, (Possi Ob si) 
m=1 i=0 


= FE(Po,ss)bis (s h, (4.84) 


式 中 л 是 与 数值 积分 法 求 积 公 式 有 关 的 系数 ， 见 第 一 章 。P, 在 
WARTE, 设 P。=sj(j=0,1,2,*",N)。 
将 式 (4.83) 及 式 (4.84) 
代入 式 (4,80 ) 可 得 : 
RAPo) = Cal P uP) 


M 
- У П,„(Р,,5,) 
` m=1 


-f.( P.) C 4.85) 
Ah RAPo) 是 边界 Po 点 的 
RA k, 1 =1, 2。 由 式 (4。 
85) 可 得 ， 


M 
(0) = E [CH ss UH) (Katha 
КР] -4/} C4.86) 


А 
式 中 {= E [Ces + СЕХ) СЕЗ. 


+[CF]:n{ 开 分。)] 4.87). 
{ир =н ша ша се ш, 
{phin= Ср Фи Ра Pala 
(X), = EX) Xs.) ++ Xs, 
Х{=дХ,/дп X,=b, (4.88 > 
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U= S) be =bé(sao $=0,1,2,°",2 (4.89) 


СЁНЇ1и»] а: 
СН.) С [K1,.=| J (4.902 

` Hlan- КЛ, - 
THJrm= ГС, + hL p*J3. a L23;, 

) (4.91 
[Kjrm= h,[utJas[ Al, k,l=1,2 
*],, = Ги? J: g = 

[и*]=[ш1(5,, s,)J ) #=0,1,2,+°,2 85 
Тре] = Србу, 501) = 0,1,2, "6, 
[4]。= diagl Ao, 4 i 4. ,hs) (4.93) 
[Clim= іа (С,,С,,С., С, ` 4,94) 


Жр ЕС1%„ СС, „АКСМ + 1)( г +1)8538BE,z = N mo 
如 果 已 ,为 光 清 边 界 点 ， 则 Ci 为 
1 ě k=l 


Т Ул 
Са= тды= 0 kal 


对 于 有 角 点 的 边界 ， 为 了 避免 角 点 问题 ， 我 们 在 角 点 两 边 各 
布置 一 个 点 ， 这 两 个 点 非常 接近 〈 图 4.5 ) 。 基 本 解 F*(sj,s) 
移 值 可 以 用 配点 法 确定 ， 也 可 用 下 列 积分 式 确定 : 


Sj+hm/2 


Езу, si1)= А | Е*(5,,5)4Г(з) (4.95) 
\®*з;—Ва/2 
ЭЖ Е* 为 奇异 函数 ，F*(s;，,s;) 采 用 下 列 积分 式 确定 : 
s; +ha/2 
Fess) =} ilm | F*(P,s)dT (s) 
т Р 547: —ha/2 


(4.96) 
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АЯЛЖ. ЖЕ = us, р*, G*, Ее. 


式 (4.86 ) 可 写成 下 列 形式 : 
{R}=CH Hu} -LKI{P} -1{f} C 4,97 > 
利用 配点 法 可 得 : | 
[LH3ltuy=[K3J1(ph+4f) | (4.98) 


Rp ире ӘТ ӘМ, ӘРИ РИТ" 
CHI= [нї сно, ], ско=[ско, ско, | са.» 
(ра, {иһ с ӘН" 
{р} = РМ, АРМ. == РНЫ" 
Н. [Ны сно, … сн, ]) 

(4.100) 
ско, =[сК2. CK), + СК], 


式 (4.98 ) 与 边界 条 件 有 关 。 利 用 式 《4.98 ) 可 求 出 边界 未 
知 量 ， 但 要 注意 引入 边界 条 件 。 当 边 Ж 未 知 量 确定 后 。 利 用 式 . 
《4.24 ) RR C 4.45) 的 离散 化 格式 即 可 求 出 区 域内 任 一 点 的 位 
移 及 应 力 值 。 利 用 式 (4.24) 可 得 ; 


M 2 i 
u P)= >, 2 tP 5) (P, 54) 
SB SDP P, s Jh +f, P) (4.101> 


M z 
Ap fi(P)= = 2 АТС, (P s (з) 
m=1 i= 


- ЕР, Si Vbis Cs )Jh, (4.102 > 
利用 式 (4.45) 可 得 : 
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M z 

c,(P)= > УАР, „Р, ѕ,)ру(5,)-5;0Р,5;) 
т=1 i=0 
Xu за + OCP) jhl=1,2 (4.103) 


~ M 
Жир 7(P)= Б E АИ Pys bs ) УзР) 


m= 
xb/(s, )1h, C 4.104) 
Ка = И , дп 6; = д5,/дп 1 
j ] (4.105) 
Vb;=0 ViV sna Руы 


式 (4.101) 至 式 (4.104) 中 的 uz. ph. Gh, Fin 


Dis Sjen Via RV TAAR ЛЕ, 也 可 用 式 (4.95) 
所 示 的 积分 式 进行 计算 。z = N., 


( 二 ) 第 五 种 方法 


如 果 用 三 次 B 样 条 函数 来 返 近 边界 未 知 量 ， 则 
чан(9) = [gs)]fahtmy Pans)= COs) bm 


Е ‚ C 4.106) 
AH {oyin=[u。 а, o, ke u, J; 
dohin =Po bi b, + bss Pel? 
[$= [ps .CQ š (4.107 > 
Psem p(T -e), e= -1,0,131,20 Na+] 
(4.108) 


ке _ 
Ol =] IEZ] | (4.109) 


0 12| 


2 (Ns +3)(Na+1) 
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‚[* °- гз о 


aeae -1 | Enaz -1 3 | 4.110) 
$3 2 0 
ФЕС, -3)X NV。 一 3) 的 单位 矩阵 ，z = М. 
由 式 《4.106 ) 可 得 : 
{uhim = СМ), а}, 7 
3 (4.111) 
{Phim = СМ, J 
Ж ГМ), = 182,202, (4.112) 
io g 1 1 
1 4 1 0 | 
СВ2, = 1. Зз, ! (4.113) 


. 1 4 1 а 
HER 《4.106 ) 代入 式 (4.81) 便 得 ， | 
Hn Poss)= (| аР, s ра еа Г) СО.) 


-( pu Po вә сеа Г)сел.әр.. 


А (4.114) 
如 果 设 呈 。= sj( j=0,1,2,2,…,N)， 则 式 (4.80) 可 变 为 


M 
E (ЕН, {а} „+ЕН1, а}, „) 
m=1 
M 
=E (Ka. G+ EK ]antbhan) + {f} Св) 
式 中 (Hy. гном. гн] 
- А (4.116 ) 
Klin= [EKF гк] 
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[Eun=[C]&oCN]w+ CH Inim «4.1117 
EK Jam ||, їз, сз clar |290. | 

)64.118у 
LA Jen = |, PEGS оз ) cose)IdT ]гО1„ | 


Ñ (4.118) 可 以 利用 高 斯 求 积 公式 计算 。 式 (4.115 ) 与 边 
界 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 条 件 。 如 果 边界 第 m 个 区 域 的 
риб) = bes), W 


СҮ], ДЫ = Phasa (4.119› 
因此 由 上 述 可 知 : 

EK]limtbhim = Кә» P him (4.120) 
Ж ско. [EK] СК] (4.121) 

UK oJrim = hmlu 2,21 k,l =1,2 (4.122) 

[su*J,, = Lusss, ss )] (4.123 


式 中 ut Cs p se) 可 以 用 式 (4.95) 或 式 (4.96 ) 进行 计算 ， 这 
BFF°*=ut,, #=0,1,2,+=°,2; j=0,1,2,",N。 
如 果 边 界 第 m 个 区 域 的 xi( зо) = u з), ЖШ 


ГМ„{в} „= (ui, (4.124) 
因此 由 上 述 可 知 ， -ee 
ЇН {а} n= [H 1, (uu, C 4.125 > 


RP Сн [CE Сна.) 
[Hm = CC Iinl N In +h [P'Ja Chl, 4.126) 
[Р*]1һь =ЁРФ,(5,,5,)] hi1=1,% 
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Arh ph(s;, s. ) 可 以 用 式 (4.95) 或 式 C 4.96) 进行 计算 ， 这 时 
F* = pš, ° 
如 果 边 界 第 m 个 区 域 的 (з) = маза) РаС 0) = РС за), 
СУ], (а), „= {ш}, [N3,(b) a = (Pas (4.127) 
如 果 边 界 第 m 个 区 域 的 4.(s1)= p i(s.)=0, MH 
(aaa = (b) ={0} 
当 引 入 边界 条 件 后 ， 则 式 〈4.115 ) 可 变 为 
[AJ(X)= (F) (4.128) 
RPA (XR (F) 与 边界 条 件 有 关 。 例 如 ， 对 于 图 4.6 所 示 
的 混合 边界 问题 在 整个 边界 上， 一 部 分 位 移 为 已 知 ， 另 一 部 
分 面 力 为 已 知 ) ， 则 式 (4.115 ) 可 变 为 
CALX h + А1:{Х}» = (F) (4.129) 
Rh (Е) = 142.00). 142,00), + (f) (4.130) 
(Xh = Са), 06), {a}fs {I 
(X) =a} {Б}, (9). {I 
(XRH Ha Ps WHF 
(Х), = ИРИ. Ha PHs WHF 
саз, = [CH]; ско, Hh 。-EK3 |, 
А " \ 04.131) 
га, = [CH3 -Khe ЇН» -1К1,]| 


LAJ = [СК [H.J ско сно,.]) 
газ, = [ ско, сн. -iKa CHa] | 


(4.132) 
131 


由 式 C 4.129) 可 得 式 (4.128), ZHENA C 4.130) 确定 ， 
WH X )8LAJlH ЕЛДЙ. 


{Х}=ЦХ}{ (XI 
г41= [ta] ги] 


对 于 其 他 边界 条 件 ， 可 以 仿照 上 述 做 法 引入 边界 条 件 。 利 用 式 
《4.128 ) 求 出 { 承 } 后 ， 即 可 利用 式 《4.111 ) 求 出 边界 未 知 量 。 


(三 ) 第 三 种 方法 
如 果 将 边界 分 为 等 分 ， 则 


z z 
ns Du (G), pi(s)= Pb $ C) (4.133) 
‚= = 


式 中 中 г= N。，%i(s) 采 用 第 一 章 式 (1.27 ) 的 形式 ， 
ua =u( so, Pia = bs), W (4.133) 代入 式 (4.81 ) 可 
8, 


П,„СР,, 5) = („гь 26,02 ›4г)р‹(з,› 


-([ PEP D8 s yar )wc so] (4.134) 
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将 式 (4.134 ) КАХ (4.80) 可 得 ， 
M 
HJintu}in +0921,.(9))- (СК, (Р) 
E (нз, . +H ntan) ( ' 


К {Р}, „)] = C4.135) 
r 
Жр rHy.= [CHU НЫ] | 
ско. = [ско Кє] | 4.136) 
CH Jam = СС 18, +2. 


СН]. = СН, ан i=0,1,2,", N, 
[Kjen = СК, lu, ‚= 0,1,2, "., N 


(4.137) 


Н, fp, Рз, аго 
(4.138) 
Kii = 人 иў(5,,5)ф,‹(5)4Г(5) 


式 (3.138) 可 以 用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 由 式 (4.135 ) 
可 得 ， 
LHl(u) =[K1(p)+ (f) (4.139) 
利用 式 (4.139) 可 求 出 边界 未 知 量 。 
当 边 界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 〈4.24 ) 及 式 C 4,45 ) 的 离散 
格式 可 确定 域内 任 一 点 P 的 位 移 及 应 力 值 。 


$4.5 域外 奇 点 样 条 边界 元 法 


如 果 己 点 在 区 域 (28+T) 外 ， 则 Cxx( 已 )=0。 因 此 式 (4.80) 
便 变 为 
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M 
E Men(P,s)+ f P)=0 (4.140) 
m=1 


我 们 可 以 利用 式 (4.140 ) 来 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 这 
种 方法 称 为 域外 奇 点 样 条 边 元 法 ， 可 以 完全 避免 边界 奇异 积分 。 
为 了 建立 域外 奇 点 样 条 
边界 元 法 的 计算 格式 ， 我 们 
围绕 着 实际 边界 在 域 (Q „УК, ON 
+T) 外 构造 一 个 与 实际 边界 F X \ 
『 几 何 形状 相似 的 虚 边界 I 
T* (图 4.7 >). MED ET * Ne р: 
土 的 结 点 与 实际 边界 上 的 Ma 
结 点 一 一 对 应 ， 在 对 应 的 边 шат. 
界 点 上 有 相同 的 法 向 。P 在 虚 边 界 T* 上 ( 图 4.7 ) 。 


( 一 ) 第 一 种 方法 
如 果 将 边界 本 ,分 为 入 ,等 分 ( 图 4.8)， MA 140) 可 变 


为 реген 
{fF N 
i » \ 
/ : t ) \ 
i $ x t 1 
kr ЕНЕНЕ SR 
Á So ak a 
图 4 .8 
M 
RAP)= D ПЫР, Si} + f. (P) (4.141) 
m= 


z 
AP IL,CP, s05 PA [ul СР, Ps1) 
i= 
= PEP, SOULS: )] m (4.142) 
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М 2 
fA:P)=- У АР, 5{)р?(5{) 
m=1 i= 


= PP, SS) JAn 4.148) 
W Р=5, (J = 0,1,2,-", N), WR (4.141) 可 变 为 


M ~ 
(В) = D (СКО, (Р), t СКР) CH] nt) 


=0 
-CF lan {}„)+4{/) (4.144) 
ж Сй. =й. A] 
C 4.145) 
CK Jin = ско. К], 
CA lain = h, Lp? ent dl, 
I C 4.146) 
EK Jein = hm Lu 1, „СА, I 
M 
= 5 (Кр + ЕК {Р}, 
-LH un Alantan) LUT) 


{u° Jim = CUCS) upsi) e ur(s,)Jr 


(b°) = СРС). PICS) = р!(5,)]7 
其 中 2= N, 
利用 配点 法 可 得 : 


м, ~ M 
(LHI (aa tAn) = E (Klint Phn 
m=1 m=1 
+ [KJan{p}an)+ 7) C4.148) 


HAA (4.148) 可 求 出 边界 未 知 量 。 
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(二 ) 第 三 种 方法 


如 果 将 边界 下 。 分 为 N。 等 分 ， 则 uw.(s) 及 pi(s ) 可 采用 式 
《4.133 ) 表示 。 将 式 (4.133 ) 代入 式 (4.140 ) 可 得 ， 


M ~ ~ 
E [(КНл. н Alantan) (ЕК, р}, 
Кю „)] #17} (4.149) 
RHH Ja 及 [KJ 可 用 式 (4.136) ~ (4.138) 确定 ， 但 
LC J = [0 I。 利用 式 (4.149 ) 可 求 出 边界 未 知 量 。 
( = ) 第 五 种 方法 
如 果 边 界 未 知 量 用 式 C 4.106 ) 表示 ， 则 式 《4.140 ) 可 变 为 
M ~ ~ M 
E (292,09), + LF lintah) = E (СК). 
+ [K]asfbjan)+ {f} C4.150) 


ЖЕНИ 及 [KJn 可 用 式 (4.116) ~ 式 (4.118) 确 定 ， 但 
СС]. =[ 0]。 利 用 式 «4. 150 ) Ro} nB (b)n Ж. ШУ 
JH (4.111) 确定 边界 未 知 量 。 š 

式 (4.150) 与 边界 条 件 有 关 。 引 入 边界 条 件 后 ， 则 式 (4.150) 
便 变 为 


LAJ(X)= (F) C 4.151) 
Жо [GI{X}={P} C 4.152) 
ЖТ [Gl=[AYLUAJ, | 

(P)=LAJ'í(F) (4.153) 


利用 上 述 计算 格式 可 求 出 边 界 未 知 量 。 当 边界 未 知 最 确定 
后 ， 利 用 式 ( 4.70 ) 及 式 (4.78) 的 离散 化 格式 即 可 求 出 域内 任 
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一 点 的 位 移 及 应 力 值 。 
54.6 工程 应 用 中 的 儿 个 问题 


(一 ) 无 限 域 问题 
жге СИ. Кд, ВЕН, ЭЭР, ЖТИ) 设计 中 常 
党 遇 到 无 限 域 问题 。 图 4.9 是 一 个 平面 开 孔 无 限 域 ， 设 体力 为 堆 
《bi=0) ， 则 它 的 边界 积分 方程 为 
СРР) = | UCP, QAPAQ PNP, Q) 


XULQ AT + [ju P,Qo)p(Q,) 
© SPP, Qa (Qld (4.154) 


УГ, Г.В, ЈАШЕ, 
lim fp EP QDR) 


Гуз Гө 

-РА(Р,О,)шщ(0,)14Г=0 © 7 4,155) 
ЖЭ, Ж (4.154) 可 以 变 为 
Cal PUP) 


=Í TUP ODP) 


Te. 


-РАСР,О,)и О, Jdr 


(4.156) ` 
R (4.156) 对 于 全 空间 、， 
半空 间 、 全 平面 、 半 平面 及 : 
AE Ik EE RR ЛЕ АН, 只 是 基本 解 不 同 而 已。 
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(二 ) 子 域 法 应 用 

一 个 区 域 可 以 分 为 几 企 子 域 来 计算 。 对 于 下 列 问题 可 以 分 为 
儿 个 子 域 进行 计算 。 

(1 )” 当 计算 区 域 的 材料 包含 几 种 材料 时 ， 可 以 将 整个 区 域 . 
分 为 几 个 子 域 ， 使 得 每 个 子 域 只 含 一 种 材料 。 

(2) 当 体力 分 区 为 常数 时 ， 为 了 将 体力 化 为 面 力 ， 醋 以 将 
整个 区 域 分 为 几 个 子 域 ， 使 得 每 个 子 域 的 体力 为 常数 。 

(8) 当 区 域 过 分 狭长 时 ， 为 了 使 计算 结果 有 足够 的 精确 . 
度 ， 可 将 整个 区 域 分 为 几 个 较 短 的 子 域 。 

(4 )” 当 物体 内 有 夹杂 问题 ， 可 以 分 域 进行 计算 。 

本 节 以 二 维 问题 为 例 ( 图 4.10 ) ， 将 它 分 为 两 个 子 域 。 对 于 
第 一 个 子 域 ， 有 


jU, (Р 


ги, Huli SEK, кыз p tU 
«4.157 
对 于 第 二 个 子 域 ， 有 
fU; 1 (P, | 
LH, Н,.) '=[K, Ki’ ‚ж 
Wa) р, J 
i 64.158): 
利用 两 个 子 域 交界 处 的 连续 条 件 ， 可 得 :. 
U,.=U,,=U,; Paas -P,. = P.. 64.159», 
将 式 (4.159 ) 代入 式 C 4.158) 可 得 ， 
CH] {U} [K] {P} +7), С4.160), 
91.40), sIK)h(P), +{f)s С4.161), 


ЖР {U}; FLU pe О.Л" {Ph s EPa Р] 
CH1 CH, Hal, СК], =CK,. -К,,] 
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EKl,=[K, К+] 
ЖИН ЖУЗУНЕ ЗЕ, Н А 3RBOTH1, RIKI E 
жата. 


2 2 
[HI= УУГ], [К1= DEKI (4,162) 
н (4.160) А 4.161) 可 得 : 
[U [Р 
CH] 上 -ca Е (4.163) 
lU, |р, 
ЖЖ (4.163) 可 得 ， 
(Р [U |} 
i Jarun ‚(К {f} 4,164) 
LLA 10.) 
另外 ， 由 式 C 4.164) 可 得 ， 
Pi 1 [G] U, i: _— 
P.J кыы? C 4.165) 


p СС), =K] H], {/}»={К1{/}+ (4.166) 


将 式 (4.165 ) 在 整体 编号 下 扩大 , .并 划 去 P, 及 [GJ 和 {了} 
:中 与 Ps 对 应 的 行 ， 便 得 ; 


f 0 ` (U 1 = H ” 
|р: ©з з. -{/} кА | C 4.167) 
олно Wap tuna . 
U | 
чы U, = ч . C4.168) 
< ' =- [K3'IH)s 10) Р go 
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(F)=[K1l-:(/)-(f) (4.170) 
A (4.168) 与 边界 条 件 有 关 。 引 入 边界 条 件 后 ， 由 式 ( 4， 
168) TRHU, URP; 将 U 及 Us 代入 式 (4.167) 可 求 出 Ps。 
上 述 方法 对 多 个 子 域 都 适用 。 这 时 
[HIJAU}: LK {P} + {f}e ї=1,2,3,+° (4.172) 
对 于 分 域 计 算 的 边界 元 法 ， 还 可 以 Ж] 用 矩阵 转移 法 进行 计 
算 。 


P 


图 4 .10 图 4 .11 


С =.) 对 称 性 利用 
图 4.11 是 一 个 轴 对 称 问题 ， 边界 工 的 位 移 及 面 力 有 下 列 关 : 
Ж: 
и (0,:) = –и,(0,1), н. (0,2) =u: (Qai) i 
и\(Оьз)= -4 (Qor), ш(0ьь)= -u,(Q,,) 
u,(Q, =u,(Q, iy, ч. (О, .)= -u,(Q,,) СУ 
2,(Оь,)= —21(0ь1), Р.(0ьь)=2.(0ь,) | 
2\(Оьз)= — b (Q,:), р. (О.з) = — b. (Q. ). 
b(Q,OO=b(Q,), bz(Qe)=b(Q) 2 
式 中 Q。: 为 第 i 象限 的 边界 上 的 任 一 点 。 它 们 都 是 对 称 关系 。 于 是 - 
对 于 图 4.11 只 须 在 第 一 象限 进行 计算 。 将 式 (4.173 ) 代入 边界 
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By J EE fia, 
Cal Pu P) = | Un P,Q Dp (Q) 
-Pi P,Q u,(Q, IAT 
+ fg PCP OWA dQ 
(4,174) 
жар JU a (P,Qs)=u4, P, Qo) -ut 0Р,02) 
—ut, (P,Qos)+ ul,( P,Q)| 
UP, Qo) =u}, (P,Qo:)+ ut (P, Qo) 
-ut (P, Qes) =u P, Qe) 


(4.175) 


iP a CP, Qa) = pt (P, Qor) = PRCP, Qoa) | 

- БР, Qe)+ pheP,Q, O| 

Pal P,Q) = РСР, Qoi) + PRCP, Qo) | 

-РЬ(Р, Q. + PRCP, Qoa), 

由 上 述 可 和 为 ”对 于 图 4.11 所 示 的 对 称 问题 ， 只 须 在 第 工 象 限 


边界 离散 就 行 了 ( 图 4.12 ) ， 大 大 节省 计算 机 的 存 贮 量 及 计算 时 
ША 


(4.176 ) 
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( 四 ) 边界 上 的 应 办 公式 
车 图 4.13 是 边界 点 上 的 一 个 局 部 坐标 系 。4 是 一 个 应 力 点 
x =n, J 


1 = [rzccs +и®,,)] | 


O, = 
01: =2С6 є, | 
Ar l (4.177 )， 
Oaai planten | | 
Trs = Р, k= 1,2,3 
式 中 у= (шч.+щ,,) у=, ТЕ 
车 图 4.14 是 一 个 平面 应 变 问题 ， 则 
s= 1 — 
= -一 -一 (pss+2Ce 
911 riple 22 п) Сална 
о, =, k=1,2 
Җи ж =ди/дх, | (4.180 » 
o ж. КУ 
р, “Сү 
‚г< / j 


图 4.13 图 4 .14 


(五 ) ЖЕМЕ 


在 工程 中 常 遇 到 各 种 形式 的 软弱 夹层 (图 4.15)， 这 些 严 让 对 - 
工程 的 安全 经 济 及 快速 施工 问题 都 有 很 大 的 影响 。 因 此 ， 研 究 这 : 
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: 些 夹层 问题 的 应 力 计算 方法 具有 非常 重要 的 意义 。 
利用 边界 元 法 计算 含有 夹 
: 层 的 工程 结构 ， 如 果 用 一 般 做 
法 ， 则 工作 量 很 大 ， 因 此 需要 
改进 。 如 何 改进 呢 ? 这 是 一 个 
“需要 进一步 研究 的 课题 。 日 前 
可 以 采用 下 列 方法 ，( 1 ) 第 一 
种 方法 可 用 耦合 法 ， 例 如 有 限 r 
元 一 一 边界 元 法 ， 狄 长 的 夹层 图 4 .15 
用 有 限 元 法 ， 其 Z JH D LG 
法 ,然后 离散 ;( 2 ) 第 二 种 方法 可 用 位 移 不 连续 法 ,实际 上 这 是 利 
pana 立 的 边界 间接 法; C3 ) 第 三 种 方法 可 用 下 列 方法 。 
讽 炎 层 为 等 厚度 而 县 犹 长 ， 由 于 夹层 厚度 很 小 ， 应 力 沿 厚度 
方 南 变化 甚 微 ， 可 以 认为 夹层 应 力 沿 厚度 不 变 ， manna a 
' 界 的 相对 位 移 确定 : 


т, = G0 4B)/d 1 Lan g 


= зы (4.181) 
92, = E(u, -изв)/4 


Жр ш, Жош» ШУ ЕАУ АВИ {ЖЕ u, (БП АЕ Т 
! 局 部 坐标 ; d 为 灾 层 的 厚度 。. 


在 局 部 坐标 中 , П Р, отуп, ВН 
DAR) EG Wan)d | 


A АДР ` (4.182) 
Pal Qa) = Е(и,,-и„»)/4 
P(Q) = — P. CQ.) f C 4.183) 
:在 整体 坐标 中 ， 可 以 建立 下 列 关系 : 
“ba = ar psa < 4.184) 
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= бушу tiwbin 764.185 > 


ҖИР а,=соз(ху,ху), Bis =соз(хү,ху) 


将 式 (4.182 ) 代入 式 (4.184 ) 并 考虑 式 《 和 185 ) 可 得 ; 


Pia(Q3)= Ра, B (uk Чав) C 4.186 y 
式 中 Yi=G[(1+24)j -24]/d (4.187 > 
利用 面 力 的 连续 条 件 可 得 ; 


ba (Q, ,)= — b (Qs) 


C 4.188 y 
Рв( 9.) = — р(9з) = pa Qs) 
由 此 可 得 : 
ba(Q,)= — рв.) 64.189» 
RP ра.) = ра, Ву (ива) 
4.190) 


bo(Q;)= уа, Ву (и, -Ч„ь) У 
PAR 4.189) 或 式 (4.190 ) 与 边界 积分 方程 的 瘤 散 化 格 - 
式 一 起 ， 可 以 求 出 含 夹 层 的 问题 的 位 移 和 应 力 。 这 种 做 法 比较 严 
活 ， 不 仅 计 算 简 便 ， 而 且 精 确 度 也 满足 工程 上 的 要 求 。 


$4.7 三 维 问题 


关于 三 维 问题 的 样 条 边界 元 站 ， 第 三 章 巴 经 介绍 ， 本 节 主 要 
介绍 它 在 弹性 力学 问题 中 的 应 用 。 

对 于 三 维 问题 ， 边界 元 法 只 对 整个 物体 才 面 前 分 为 单元 ， 常 
见 的 边界 元 有 两 类 ， 三 角形 单元 和 四 边 形 单元 。 本 节 采 用 四 边 形 
单元 ， 它 的 坐标 变换 公式 为 

iE М„х, у= Š Му, z= ÉN (4.119). 

k= 1 k=1 k=1 


详 见 第 三 章 8 3.7。 下 面 介绍 样 条 边界 元 法 的 两 种 具体 方法 ， 
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( 一 ) 第 一 种 方法 
如 果 将 边界 分 为 M 个 边界 区 域 ， 则 边界 积分 方程 变 为 


M 
Ca(PO Po) = E MimlPosQo)+ /(Р„) (4.192) 
m= t 


Ж HaCP,QO= |. Ut Po, Qo)p( Qs) 
= pL Pa, Qu (О)]4Г (4.193) 
LPa) = out Pe, Q. Q, Q Ё= 1,2,3 (4.194) 


式 C 4.194) 可 化 为 边界 积分 ， 见 式 (4.60 ) 及 式 (4.71) 。 
在 式 (4.191 ) 所 示 的 坐标 变换 下 ，dT 及 dQ 可 变 为 
аг =| Aldšdn, dQ =| J |4&4па& (4.195) 


AH С ИНТЕРА ГА], WEER n 141 由 式 (3.156 ) 确定 ; 171 
ARET LEE ТУЖ, / "ПН: Hi 


Xise Xas Way 
J= x, Xiro Xasan 
Xise Kass Xas: 


经 过 坐标 变换 后 ， 式 (4.193 ) 及 式 (4.60 ) WA 
П,„‹Рь,0ь)= | гї(Р»,0ь)р4(0») 


-pil Po, Qodu (О, 031 А ldédn 
(4.197) 


M 
АХР) = 22 п.Р,,0,) ‹ 4.198) 
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Min Por Qo) = |, (G... Poo) 


-yg re Pe Aldédn 
СЕ) 
式 中 А,1,е=1,2,3; Q, = (š,n) 


Jal]. 


如 果 将 每 个 边界 区 R E DADAN n 等 分 ， 沿 7 方向 分 
ЖМ ,等 分 (图 3.15 ) WIR (4.197 ) 及 式 (4.199) 便 变 为 


Nn Mm 
П„(Рь,&›,л) = > > AZ Cuki (Posin P. (д, ni) 
1=0 j= 


= pri(Po, ё, ni )u С, n)1l 4 ЕТА 


(4.200) 
Na M. ` 
Шы(Рә,дәлә = Уу Y ATG, (Poton) 
Yz 
1 


- 1 ee (Pos бота] A lhi mhon 

(4.201) 
式 中 1, 及 4 是 与 数值 积分 法 求 积 公 式 有 关 的 系数 ， 匈 第 一 竟 。 
h, = 1/N,, hsn=1/Mno 


将 式 CA.200) 及 式 (4.201 ) 代入 式 (4.192) 可 得 ， 
М 
Cu(Pao)u(P,)= У П(Рь,&›п,)—/0ОР„) (4.202) 
m=i 


由 式 (4.202) 可 得 ， 
[HJ(u)=[K1(p)+ (f) C 4.203) 
IWP (u)j=[0)r {u}; {в} 


ір}= РИ {Р {Р} 
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cHy=[cH), CH) CHA] | 
| C4.204) 
CK]=[CK]， CK], KI] ) 
jel (а ст (rad 
(h= (PL e PI 
j) 
ci=[caa CHa ca 可 | 
cky [KY їкї, т сю] ' 
式 中 (uka =C Ша Шз '" u Ja 
{phin=[po Pa Р *" b, 15 
[He= [CHI нуы їн] 
要 
ско [ск ска СК] 
CH Jern ССВ + hi Аа, С82.2005 


СКО = А „Ла [usa «51.42 


[use =C (Р„,0,)1, СР =[ РЇ(Р„,О,)1 
(4.206 > 
а= 0,1,2 Ni 1E=0,12…，r。 式 (4.206) 可 以 用 配点 
法 确定 ， 也 可 用 第 三 章 式 (3.220) 所 示 的 积分 式 确定 。 其 余 记 
号 见 8$ 3.7。 利 用 式 《4.203 ) 可 求 出 边界 未 知 量 。 
r=(Na+1)CMa+ 1), 


(二 ) 第 二 种 方法 
如 果 边 界 未 知 量 用 三 次 且 样 条 函数 逼近 ， 则 
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uQ.) = Ў Y. ng Cb (n) | 
юзу J >= 
$ (4.207 > 


Nm Mm | 
р (О) = У L Раф) (n) | 
i=0 j=0 ! 


IP пазл), Риз = boa (6013) 


ФС 及 (7) ЮС B ТЇ Ж АЖО ДИЙ ERR RMI 
一 章 式 C 1.27 ) 所 示 的 形式 ; О, = (5,7) ; 将 式 (4.207 ) 代入 
式 (4.192 ) 可 得 ， 
к )u(P,) 


У [20], асро, aksa), 
сЕ | Г» 


= É (fp, PPa ODN амап) 


+ fi(Po) k,l =1,2,3 (1.208) 
设 Pa = Pa(a=0,1,2,…, №), 5 (4.208) 可 变 为 
[CHI{u} = СКР) + (f) (4.209) 


”利用 式 (4.209 ) 确定 边界 未 千 车 后 ， 即 可 利用 式 (4.43 》 
及 式 《.4.45 ) 可 求 出 域内 的 位 移 值 及 应 力 值 。 


$4.8 地 应 力 问 题 


着 体 中 的 初始 地 应 力 是 地 策 年 代 中 历次 构造 运动 的 产物 ， 它 
的 分 布 状 态 及 大 小 直接 影响 着 地 下 工程 的 设计 及 施工 。 央 此 ， 兰 
体 初 始 地 应 力 场 问题 是 一 个 很 有 意义 的 研究 课题 。 

岩 体 地 应 力 场 问题 是 一 个 复杂 的 问题 ， 精 确 地 求解 它 的 分 布 
状态 和 大 小 非常 困难 。 日 前 的 一 般 做 法 是 ， 首先 对 现场 进行 观 
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测 ， 确 定 一 些 点 的 实测 应 力 值 ; 然后 根据 这 些 点 的 实测 应 力 值 ， 
利用 有 限 元 法 或 边界 元 法 求解 整个 地 应 力 场 的 近似 值 。 实 践 证 
明 ， 利 用 边界 元 法 求解 地 应 力 场 比 有 限 元 法 优越 。 

目前 利用 边界 元 法 求解 地 应 力 场 有 两 种 主要 具体 方法 ，( 1 ) 
边界 元 回归 法 , 先 假设 一 组 水 平 力 作为 初 拟 构造 力 ,利用 边界 元 法 
求 出 初 拟 构造 力 的 值 ; 其 次 利用 回归 分 析 法 和 实测 应 力 值 修正 初 
拟 构 造 力 ， 将 修正 的 结果 作为 实际 构造 力 ; 然后 利用 边界 元 法 计 
算 地 应 力 场 。( 2 ) 边 界 直 接 积 分 法 ， 先 假设 某 些 支 座 发 生 一 定 的 
位 移 来 模拟 构造 运动 ; 其 次 建立 边界 积分 方程 ， 式 中 的 未 知 量 多 
于 方程 的 数目 ， 然 后 根据 实测 应 力 值 来 建立 补充 边界 积分 方程 ， 
最 后 进行 边界 元 计算 ， 确 定 地 应 力 场 。 

由 上 述 可 知 ， 这 两 种 方法 都 要 引入 实测 应 力 值 才能 求解 。 第 
一 种 方法 要 利用 回归 分 析 方法 ， 在 同一 计算 过 程 中 要 用 两 次 边界 
元 法 。 第 二 种 方法 利用 实测 应 力 值 建立 补充 方程 ， 实 际 上 实测 点 
是 很 少 的 ， 但 是 ， 为 了 求解 精确 ， 往 往 边界 元 分 得 较 多 ， 因 此 需 
要 模拟 构造 运动 的 单元 也 相应 增多 ; 如 果 每 个 可 移动 支 座 的 位 移 
不 同 ， 则 补充 方程 不 够 ， 无 法 求解 ， 这 时 只 得 假设 某 些 可 移动 支 
座 的 位 移 相同 ， 才 能 使 多 余 未 知 量 与 补充 方程 数 相同 ， 这 样 就 会 
引起 误差 ， 另外， 实测 应 力 值 总 是 有 误差 的 ， 同 时 引用 多 点 实测 
应 力 值 进行 Жекке, Aa MSP taa pie 
实测 应 力 值 。 目 前 这 两 种 方法 都 采用 常 边界 元 。 

我 们 对 岩 体 地 应 力 场 问题 提出 了 一 个 新 方法 АЕ 
法 [?1。 这 个 方法 用 一 次 或 三 次 8 样 条 函数 来 逼近 边界 未 知 量 ,不 
需要 引入 实测 应 力 值 ， 也 不 要 利用 回归 分 析 法 。 利 用 这 个 方法 求 
解 岩 体 地 应 力 场 比 边界 元 回归 法 及 边界 直接 积分 法 都 优越 ， 不 仅 
计算 简便 ， 而 且 和 精度 也 高 ， 值 得 推广 使 用 。 

本 节 主 要 介绍 岩 体 地 应 力 场 问题 的 样 条 边界 元 法 的 基本 原理 
及 方法 。 
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( 一 ) 计算 模型 


嘿 体 初始 地 应 力 场 有 多 种 成 因 ， 目 前 一 般 只 计算 岩 体 自重 及 
地 质 构造 运动 引起 的 地 应 力 场 。 对 于 岩 体 自重 引起 的 地 应 力 场 ， 
可 以 采用 图 4.16 所 示 的 计算 简 图 进行 计算 ， 这 时 在 有 链 硅 约束 的 
边界 上 ， 链 杆 方向 的 位 移 为 零 ， 垂 直 链 村 方向 的 剪 应 力 为 零 。 因 
此 ， 对 于 平面 问题 ， 每 个 边界 点 上 只 有 两 个 边界 未 知 量 。 


如 果 求 解 地 应 力 场 要 考虑 地 
质 构造 运动 的 影响 ， 则 可 以 采用 
图 4.17 所 示 的 计算 简 图 进行 计 
Ў, ЕНЕН Е, а, 是 边 
界 未 知 力 ， 周 边 自由 ， 因 此 ， 对 
于 平面 问题 ， 在 图 4.17 的 侧 边 及 
底 边 上 ， 每 个 边界 点 上 有 三 个 边 
界 未 知 量 (u,v,g ) ;在 顶 边 上 ， 
每 个 边界 点 上 只 有 两 个 边界 未 知 
Eu, о) 。 我 们 也 可 以 利用 图 
4.18 或 图 4.19 所 示 的 计算 简 图 计 
算 岩 体 自重 及 地 质 构造 运动 所 引 
起 的 地 应 力 场 。 图 4.18 用 边界 作 
用 力 q 来 模拟 地 质 构造 运动 ; 图 
4.19 利 用 左边 支 座 发 生 水 平移 动 
来 模拟 地 质 构造 运动 ， 因 此 ， 图 
4.18 及 图 4.19 左 边 的 每 个 边界 点 


图 4.17 


上 有 三 个 边界 未 知 量 ， 其 他 各 边 的 每 个 边界 点 只 有 两 个 边界 未 知 


k. 


如 果 按 三 维 问题 计算 岩 体 地 应 力 场 ， 计 算 简 图 可 以 采用 长 方 


体 的 计算 模型 。 
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图 4.18 图 4 .19 


(二 ) 样 条 边界 元 法 
本 节 以 弹性 力学 平面 问题 为 例 ， 假 设 岩 体 为 各 向 同性 的 线 弹 
性 体 ， 可 以 利用 $ 4.4 所 介绍 的 方法 来 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 
格式 。 
如 果 将 整个 边界 分 为 M 个 部 分 ， 则 式 《 4.43 ) 可 变 为 


M 
C, Podu (Р,) = E Пе(Р„»,з) + f (Po) (4.210) 
m= 


如 果 将 边界 Tw 分 为 Yu。 等 分 ， 并 且 用 式 〈4.106) MRHAR 
近 边 界 未 知 量 ， 则 式 〈4.210 ) 可 变 为 


00), = 5 (сно +сн,9).) 


- (2к2,.06)..+22..08%.)] -A (4.211) 


上 述 记 号 与 $4.4 相 同 ， 见 式 (4.115 ) ~ (4.118). 

A (4.211) 与 边界 条 件 有 关 。 如 果 只 计算 岩 体 自重 引起 的 
地 应 力 场 ， 式 (4.211 ) 引 人 边界 条 件 后 ， 则 未 知 量 的 数目 与 方 
程 的 数目 相同 ， 因 此 ,利用 式 (4.211 ) 可 以 求解 岩 体 自重 引起 的 
地 应 力 场 问题 。 对 于 求解 地 质 构 造 运 动 引起 的 地 应 力 场 ， 式 (4。 
211) 引 入 边界 条 件 后 ， 未 知 量 的 数目 比方 程 的 数目 多 ， 因 此 需要 
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建立 补充 方程 。 

建立 补充 方程 的 方法 ， 目 前 有 几 种 ， 一 般 根 据 实测 应 力 来 建 
立 。 本 节 利用 边界 前 应 力 为 零 的 条 件 来 建立 补充 方程 。 由 式 (4。 
45) 可 得 ， 


J ED aa Pass) pets) = Sma Poss)uals)JdT +оо, СР) = 0 
(4.212) 
由 此 可 得 补充 方程 
M 
> [pa Par DPO -Sa Po, DUMAT 
Zire 


+0?,(Р,) =0 k=1,2 (4.213 > 
HR (4.106) 代入 式 (4.213 ) 可 得 ， 


R M 
(рә = E (|p Da Par psr) 


- E (f, Sua Poros. OIT) 


m=1 
+о?,(Р,) (4.214) 
如 果 Р,=Р,С(ї=1,?,+=,г ) ， 则 式 C 4.214) 可 变 为 


(Rh. = 5 [(ts hatot [51,{в%Һ„) - (LD lintd} m 


+ [DJsn {b)n} - 10°} (4.215) 
式 中 {о'}={о{,(Р,)} (4.216) 


ESIa [fi SaaPu зге, ,‹зэ1аг]гО1„ ) 
| ; К 
ср. = [Р.Р олагјсоз. | 
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A (4.217 ) 可 以 用 高 斯 求 积 公 式 进行 计算 。 由 式 〈4,211 ) RA 
《4.215 ) 可 得 ; 


CHHa}=CK Hb} + {7} (2,218) 
CSHa}=CDHb}+{0°} (4.219) 


Җ (4.218) ЖЖ (4.219) 与 边界 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 强 
人 边界 条 件 。 利 用 式 (4.218 ) 及 式 (4.219 ) 求 出 {0} 及 {6} 后 ， 
即 可 确定 边界 未 知 量 。 当 边界 未 知 量 确定 后 ， 即 可 求 地 应 力 场 。 

上 述 用 二 维 样 条 边界 元 法 分 
析 地 应 力 问 题 ， 也 可 以 用 三 维 样 
条 边界 元 法 分 析 地 应 力 问题 ， 这 
时 计算 模型 可 采用 一 个 长 方 体 ， rr 
且 用 链 杆 约束 〈 图 4.20 ) 。 关 于 图 4.20 
这 方面 的 内 容 见 文献 [8]。 


$4.9 地 下 竖井 问题 


在 现代 化 建设 中 ， 有 许多 地 下 结构 ， 例 如 ， 矿 山 工程 中 的 竖 
并 ， 国 防 工程 中 的 导弹 发 射 井 ， 生 命 线 工程 中 的 管道 ……， 都 会 
遇 到 竖井 设 计 问题 。 竖 井 大 多 数 采用 圆柱 沉 体 ， 而 且 设计 时 需要 
考虑 党 体 与 介质 的 相互 作用 。 这 是 一 个 半空 间 内 有 限 长 圆柱 壳 与 
土 介 质 相 互 作用 的 三 维 问题 ， 内 力 计 算 相 当 复杂 。 对 于 这 类 问 
题 ， 目 前 尚 无 有 效 的 计算 方法 。 近 年 来 ， 国 内 外 许多 学 者 致力 于 
半 解 析 半 离散 法 的 应 用 及 研究 ， 例 如 ， 无 限 元 法 ， 边 界 元 法 ， 半 
解析 有 限 元 法 ， 有 限 元 一 一 边界 元 法 ， 解 析 解 一 一 边界 元 法 。 本 
书 作者 致力 于 用 样 条 函数 方法 解 这 类 问题 ， 其 中 包含 样 条 边界 元 
东 , 各 种 有 效 方法 与 样 条 边界 元 法 看 合 的 方法 。 采 用 耦合 法 时 ,对 
亮 体 采用 有 效 的 方法 分 析 ， 对 壳 体 周围 介质 采用 样 条 边界 元 法 分 
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析 ， 然 后 利用 壳 体 与 介质 在 交界 面 上 的 连续 条 件 ， 建 立 两 者 耦合 
:的 联 立 方程 ， 最 后 求 出 互相 作用 的 解 。 

本 节 只 介绍 样 条 边界 元 法 解 沉 体 周围 介质 的 问题 。 这 是 一 个 
无 限 空间 问题 ， 采 用 边界 元 法 可 以 将 三 维 问题 降 为 二 维 问题 ， 只 
需 在 表面 进行 二 维 离散 。 如 果 边 界 未 知 量 函 数 选择 恰当 ， 也 可 将 
三 维 问题 降 为 一 维 问题 。 

图 4.21 是 一 个 党 体 与 半 无 限 空间 介质 相互 关系 图 ， 在 径 向 设 


加 = 三 (Cs(r]{ahveosng+[g(rD)]ajassiang)， (4,220) 
pr= У (Св), „сози + [gr)]1Bjassinng)， (4,221) 
在 z 轴 向 设 

m= DCG) Хаһ,„созлб + E {oysnsinng ), (4.222) 
р, E (TADH сози? + Се Ib}assinng) (4.223 


И! k=1,2,3; 0<0= 2л, z= x, 


图 4 .21 


由 上 述 可 知 ， 对 于 图 4.21 所 示 的 问题 ， 如 果 选 用 式 (4.220) 
至 式 (4.223) 的 形式 来 逼近 边界 未 知 量 ， 则 三 维 问题 便 降 为 一 
夫 问 题 。 这 个 问题 的 具体 做 法 见 第 十 二 章 。 
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84.10 计算 例题 


【 例 4.1 】 图 4。22 为 具有 一 个 圆 孔 的 无 限 大 弹性 体 ， 受 均 布 、 
WE q 作用 ， 它 是 一 个 平面 应 变 问题 。 已 知 弹性 模 量 E =0.2079: 
x10*， 泊 松 系 数 4=0.10，4q =100， 圆 孔 半 径 r = 3 ， 求 它 的 应 . 
力 分 布 问题 。 ха 

将 整个 边界 分 为 16 等 
分 ， 利 用 样 条 边界 元 法 算 
得 的 结果 与 弹性 力学 的 解 
析 解 相差 很 少 , 见 表 4.1。 | 
本 文 用 三 次 B 样 条 通 近 边 | 
界 未 知 量 。 

本 例 是 一 个 轴 对 称 问 
题 ， 可 以 利用 轴 对 称 性 质 
进行 简化 计算 。 由 表 4. 1 
可 知 ， 图 4.22 的 应 力 及 位 
移 随 着 离开 孔 边 的 距离 增加 而 很 快 减少 。 


表 4.1 域内 的 径 向 应 力 
与 图 孔 中 心 的 距离 | 样 条 边界 元 法 | 解析 法 
4 һи 42 | —56.25 
6 | =. 21 w —25.00 
10 | — | -oo 
20 m О —2.29 | һи 
s0 | -0.363 | =0.360 — 
200 |=. 23х10-* | -0.225xl0~: 
1000 | -0.914xl0 | —0.9x10—* 


— —- T _ 
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【 例 4.2 】 图 4.23 是 一 个 重力 坝 ， 受 自重 作用 ， 材 料 容重 为 
7=2.4 吨 / 米 *, E=2.3 
х10°ш/Ж?*, и=0.17, 
求 它 的 应 力 分 布 。 

本 例 将 整个 边界 分 为 
4 个 区 域 AB, BC 及 
CD 各 分 8 个 等 分 ， Ар 
分 为 4 等 分 。 利 用 样 条 边 
界 元 法 算得 的 结果 与 解析 
法 相差 很 少 ， 见 表 4.2 。 


| ч 
Жыр SBEM 一 一 样 条 边 i i 
界 元 法 ; AM 一 一 解析 图 4 .23 
表 4.2 
Ee С: | 10 15 | 20 25 
С увЕем  -изз| —161.42 | —145.51 | азга | —115.10 


—130.05 | —113.40 


x(m) ' : 
u 


30 35 40 4 50 


—163.33 | —146.68 


AM ` —179.98 


SBEM —98.23 —82.47 | 一 64.24 | 一 47.14 | —31.07 


AM 1 一 %.73 : —80.08 | —63.43 | -46.78 一 30.13 


【 例 4.3 】 图 4.24 是 一 个 重力 坝 ， 受 水 及 自重 共同 作用 。 已 
知 坝 高 50 米 ， 底 宽 35 米 ， 坝 体 混 凝 土 剪 切 模 量 G =0.862x10° T 
/m2:， 泊 松 系数 4= 0.16， 容 重 ?=2.45 T/zm:， 坝 基 岩 石 剪 切 
模 量 G = 0.66x104T/m2:， 泊 松 系数 4 上 = 0.25， 利 用 样 条 边界 元 
法 求 它 的 应 力 。 
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本 例 将 图 4.24 分 为 两 个 子 
区 域 ， 一 个 是 坝 ， 另 一 个 
是 基础 ， 而 且 将 基础 当 作 
无 限 域 问题 ， 计 算 结果 见 
图 4.25 及 图 4.26。 这 个 
结果 与 有 限 元 法 的 结果 
是 一 致 的 ， 但 用 样 条 边界 
元 法 计算 这 类 问题 的 效果 
比 有 限 元 法 好 ， 值 得 推广 


30 
о х(т) 


120 有 限 元 法 


80 。 样 条 边界 元 法 
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图 4 .27 


【 例 4.4 】 图 4.27 是 一 个 空腹 重力 坝 ， 已 知 坝 体 和 基础 的 剪 
切 模 量 G = 0.862 х10*Т/т?,и = 0.20.。 坝 体 容重 = 2.4T/ms， 
不 计 坝 基 的 重量 ， 利 用 样 条 边界 元 法 求 它 的 应 力 。 

本 例 将 图 4.27 作 为 一 


个 无 限 域 问题 ， 计 算 结果 /| 一 wars 
见 图 4.28 一 图 4.30。 这 些 / 上 


结果 与 有 限 元 法 的 结果 相 / 

差 很 小 ,而 且 在 水 压力 作 f 

用 下 的 结果 也 与 光 弹 实验 / AN 

的 结果 接近 ， 但 重力 作用 "0 AAN 
下 的 结果 与 光 弹 实验 的 结 A £ y ых 
果 比 较 ， 相 差 显著 ， 这 可 _ Бу A Z 
能 是 由 于 在 光 弹 实 验 中 施 ша. 

加 体力 不 合 要 求 造成 的 。 


如 果 坝 与 基础 的 弹性 常数 不 同 ， 则 按 两 个 子 域 进行 计算 。 在 实际 
中 ， 坝 与 基础 的 弹性 常数 是 不 同 的 。 
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一 一 样 条 边界 元 法 
一 一- 光 强 实验 


$4.11 附录 (重要 资料 》 


(一 ) ий(5;,5;)Җ. рі (5, ssi) BHAS ik 


WR 天 和 (sosy) 是 奇异 函数 ， 当 i= 7 时， 则 FUC s) 
可 用 下 列 公式 确定 : 
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s ++ 
Еб, 3) lin Í ү, napin 
са И 


(4.224) 
h 
由 图 4.31 可 知 : r=s-sa H s=s kf, 则 r=0; 当 SELST 


时 ， 则 r=-4, щ pasa 2 则 =, 因此 式 (4.224) 
可 以 变 为 下 列 形式 ， 


Е, з) = lim | Ft (dr C 4.225) 
бы í 


тәф 


Е! 


图 4 .31 


利用 式 C 4.224) 或 式 C 4.225) ARH UGGS DR 六 (sose) 
的 值 。 


Т. WE uos) 

本 节 以 平面 应 变 问题 为 例 。 由 上 述 可 得 ， 

CRO оя Ер = (з- -4н)(2- 1) 
+ (yar 
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А 
вава) 489 


сору [68-491 - ш) 
+ (G) 600) C 4.226) 
ee 
сас 511 j: еі 
= лозов (4.227) 
由 于 r:、r: 55 cosh, sin0 A FIRR: 
sing = Ta „500000 
соѕӣ = а 2:22 A (9 =, 4) 
此 由 式 (4.227) 可 得 ， 
(3S49，S4) = (so so) = БЕСС СУК (4.228) 


AATE 
4?,(5,, 5) = вас wlll = 4 a)( 1- a$) 
+ (EBD ta ey] (4.229) 
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2。 确 定 РМС, 50) 值 


3 十 条 
Puo з) | pudr (4.230) 
s= 


由 图 4.31 9л, Misik, ST = 0。 因 此 由 式 《4.32 ) 可 知 ， 
当 =7 了 时 由 式 (4.230 ) 可 得 РЇ(5,,5,)=0„ 
(二 ) 半 平面 的 基本 解 
半 平 面 的 基本 解 为 
U,,=ukt,+ Uí, 
T, = bh + Ти 
Dia = Dis + Diy 
SE =S, + Siy (4.231) 
Ap u. Ри, Dus 及 S, 为 开尔文 基本 解 ， 见 式 (4.31 )， 
式 (4.32) ， 式 (4.49 ) 54.50), О, ++, Si, HIRE 


的 基本 解 。 
本 节 以 平面 应 变 问题 为 例 。 补 充 解 可 写成 下 列 形 式 ， 


Ши = H| -[80- p)? - (3-40) аР 3-40): 


-2сх J/R: + 4cx ВИЕ 


ш. = н|8- огт + ася Rura 40-а - 2000} 
ий = н-т - 42 + -DO 2009] 


162 


U;, =н) = 801 - 6)2 – (3-48) а (3 4и)? 
+2exJ/R:-4cxri/ Р) (4.232) 


APUR, QO 表示 已 点 & 方 向 单位 力作 用 时 ， 在 Q 点 1 方向 产 
生 的 位 移 补充 值 ， 式 中 
0=atctg(R,/R,) 


r=(rrol, R=(R R)? 
r =x,(Q)- x; (P), 

=% (Q)- x,(P) 
c=x,(P)>0, 


x =x,(Q)>0 


H =1/[8zG(1 -1)] 
见 图 .4.32 。 


应 力 补充 解 为 
Li -- щаз + +e- 24) 2и) 


+[2R,(Ri+2cx) 


-4 Жа -2ш)]/8* 1607 Rir;/R°} 
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sí =- Не, -HE+ араз 20-с 201 


—2u)x Ril/Rt+16cx Ri/R') 
Gç, = -F LEESI) +2[Ё\( + 2с?) 
—2сгї+2(1-2иухт11/Ё*+16сх №, гі /8%; 
cf: = -Ür [O ороз -Ke вох -27RA 
-21)]/Rt+16cxri/ R°] 
si = Н 901-20), зрост + ур, 
= 2 x R1G(1-20))/R+-16cx R, rł/R° I 
Tiz -Ñr 3072P +} -4c x – 2с? -2x R,( 1 


-2u)]/R* +160% №] C 4,233) 


Җир ofwy(P,Q) 表 示 卫 点 方向 单位 力作 用 时 ， 在 Q 点 产生 应 
Ж ceo 的 补充 值 。 式 中 


H = A1/L 4 xC ~] 
由 上 述 可 得 ， 


Ti (P,Q) = o; (P,Q)n (Q) C 4.234) 


RTF Di, St 的 具体 表达 式 可 参考 Dus 及 S, 的 推导 求 出 
来 ， 由 于 太 宛 长 ， 这 里 不 列 出 来 了 。 
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第 五 章 。” 板 壳 的 样 条 边界 元 法 


板 沉 在 工程 建设 中 应 用 很 广泛 ， 但 它们 的 内 力 分 析 很 困难 。 
虽然 有 限 元 法 是 结构 分 析 的 一 个 有 力 的 数值 方法 ， 但 用 它 计算 板 
壳 ， 工 作 量 很 大 ， 所 需 内 存 很 多 ， 计 算 费 时 费 钱 ， 一 般 中 小 型 计 
算 机 难以 实现 。 如 果 利 用 本 书 作者 提出 的 样 条 边界 元 法 来 分 析 板 
壳 ， 则 效果 很 好 ， 比 有 限 元 法 优越 得 多 ， 可 以 在 小 机 或 微机 上 实 
现 。 本 章 主要 介绍 板 这 的 样 条 边界 元 法 及 其 应 用 512 信 (77。 


85.1 基本 方程 
图 5.1 是 一 个 双 曲 扁 薄 光 〈 0<x<a，0<y<b)， 它 的 基本 
微分 方程 为 
L.u,v,w)+X/B=0 ` 
І,(иуо,ш)+Ү/В=0 | ! (5.1) 


Li(u,v,w)+Z/B=0 


д?и и дш 1+и д?р 
RP гону ан g" а 7+5 7 дхду 


— (h: + uh.) = 


Ov l-u ðv 1ї+и діи 
15600050) yt ЫС дла t 2 даду 


— (hs + Lk1) ge (5.2) 


L.(u,v,w) = (R, + uk; -e 


до : 
Q 1+0 


+ 2дЁ,Ё„)ш — dt gt /12 / 


+ (ka +uk,) 
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СЕА э-эй + (5.3) 
B= Еа/(1-и*) 
式 中 4、2 及 w 是 扁 壳 中 面 的 位 移 分 量 ; А. А, 及 ki 是 扁 壳 
的 曲率 ; 和 了 及 2Z 是 作用 在 扁 壳 中 面 单 位 面积 上 的 荷载 (图 5.1)， 
t 是 泊 松 系数 ，d 是 扁 沉 的 厚度 ，E 是 弹性 模 量 。 
дыбы йд 


内 力 与 位 移 有 下 列 关 系 : 
Ns=B[ -+ 9 (h, + uka w ] ) 
ди 
N, = B|- ду +90 ба иво | ` Е в 
May =4a- ИР S+ Ta -2kaw) 
tw дш y 
Ме -Э(б+ + уг | 
> д2 д2 | 
M,= -D(F + иб | (5.5) 
M.,= - _д+ш | 
(ї-и)рР. Эхду j 
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Ow otw 


v.= |+ 2-0 дуа | 


\ 
| 
J 


д?о д?ш 
И, = -0[5 + (2-и ] 


AP D = Ed°:/12(1- p?) = Bd: /12 
设 x(s)、z(s) 及 w(s) 是 扁 壳 边界 
本 上 的 位 移 分 量 ，0(s) 是 边界 本 的 法 
WRM MOROSE ME 1 
边界 的 弯 矩 及 折 ЗЕЙ p, N.G) R A 
四,(s) 分 别 是 扁 沉 边界 的 法 向 力 及 切 “… 
HH, ч„(з) и, (5) Я 56358 
的 法 向 位 移 及 切 向 位 移 ( 图 5.2)， 它 
们 可 用 下 列 公式 确定 ， 
и, = исоѕ(п,х) + осоѕ(л,у) 
ц, = ~ исоѕ(п,у) + 0соѕ(п,х) J 


Na =N an+ 2N aynan + Мул} 


N,=(N,-N.)n;.n, + Nayni- ni) ) 


9 = 39. cos(n,x) +-®® соз(п,у) - 2ш 


oy 
M, = М.т + 2M ynny + M ,ns 
Ms = (M,~ M.)n;n, + М„,(п}-п}) 


И, = И .соѕ(п,х) + И,соз(п,у) 


AP п. = соз(п,х), п, = соѕ(п,у) 


边界 条 件 与 一 般 板 过 理论 中 的 提 法 相同 。 
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) 


(5.6) 


(5.7) 


(5.8) 


(5.9) 


(5.10) 


(5.11) 


55.2 局 亮 的 边界 积分 方程 


对 于 板 沉 问题 ， 建 立 边 界 积分 方程 可 以 用 加 权 残 数 法 ， 也 可 
玲 用 变 分 原理 或 外 功 互 等 定理 。 本 节 利用 外 功 互 等 定理 建立 板 党 
问题 的 边界 积分 方程 。 


(一 ) 外 功 互 等 定理 


现在 考虑 两 种 平衡 状态 ， 第 一 种 平衡 状态 的 位 移 和 力 为 u, 
v ш, 0. ó, u, и. N,. N, Qu Mas М, X. Y. Zi 
BZA ERREKIA us. ое, ше, 0". 2°. ut. ut K 
Nš. Nš. 0, Mz. Min ХҮ", 2°. Мн ада 
可 知 ， 第 一 状态 的 力 在 第 二 状态 位 移 上 所 做 的 功 等 于 第 二 状态 的 
力 在 第 一 状态 位 移 上 所 做 的 功 。 由 此 可 得 ; 


j. (Xu*+Yv*+ Zw*)dQ+ fz (Naun + N ,u* + О„ш* 
-М,8* + М„,%*)аГ = jf (X*u+Y'o+ Z*o)dQ 
+]. «Ма, + Ми, + Ош – М40+ Ме OOdF (5.12) 


RP “是 边界 向 外 法 线 方向 ，Y 为 边界 切线 的 转角 ，Q,。 为 边界 
的 横向 前 力 ( 图 5.2 ) 。 


(二 ) 积 分 方程 
如 果 于 "= 6(P，Q)，Jr*= 2* =0， 则 由 式 (5.12) 可 得 ， 
uP) = f [Nac СР,зу + No (Рз) 
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+ 了 0ш+СР,5)-М „С5)010Р,) —u, (s)N* (Р,5) 
=u, (N$ (PS) -W873 0Р5) 
+@(5).М%,(Р,5)34Г +T + fi (5,13› 
如 果 Y*=5(P,Q)，X*=2Z*= 0， 则 由 式 (5.12) 可 得 ， 
DEP) = | CNRO Ps) +, нй, (Р, з) 
+Ё„(зуш1(Р,з) -M,(s)8%(P,s)- us) Nt ,CP,s) 
=u, Cs) N5: (Pss) -@(5)/%,(Р,5) 
+0(s)MY1:(P,s)3dI +T s+ fa (5.14) 
如 果 7*=д(Р,О),Х*=Ү*= 0，, 则 由 式 (5.12) 可 得 
шР)у= | Сб), (Pss) + (0а (Рз) 
+Ё„(з)ш%1(Р,›з) -M,Gs)95(P,s) -u,(s) №. (P,s) 


—u,(s)N*, (Р,5) —u(s)V $s (Pss) 
+ @0(5)М „$ (Ps) dT +T. + fs (5.15) 


式 中 /=| AOP, Q+ УСО) 920,0) 
+2Z(Q)us(P,Q)JdO(Q) k=1,2,3,4 (5.16) 
T,= сш, 8) АМ.,,(5:) ~ ws )АМ*, „Р, 5:)2 


(5.17) 
AM, (si) = М„,() - М, (7) (5.18) 
Җи Т. 代表 角 点 的 影响 ， 于 表示 包括 边界 所 有 的 角 点 ，s 是 边 
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界 的 弧 坐 标 ,s; WRA i ERA. ЕГЭ, MJEUC5.17) 
10). Р= (6,7), О= (х,у). ` 

扁 壳 的 角 点 只 对 扁 壳 附近 的 区 域 有 较 大 的 影响 。 如 果 用 一 个 
非常 的 圆 弧 代 替 角 点 ， 则 对 扁 壳 大 部 分 区 域 的 影响 是 非常 小 的 。 
负 此 ， 对 扁 壳 可 以 忽略 角 点 的 影响 。 


皮 、 喧 及 邮 * 是 扁 壳 的 基本 解 ， 它 们 满足 下 列 微分 方程 ; 


Laut, ©}, шфу+д,,д(Р,О)/В= 0 


| 
| 
1(и ой, tup) + 0,.00Р, Q)/B=0 j 


Lyluk, v, шр) + ó, ó( P, Q)/B=0 (5.19) 
1 i=k 

式 中 3 =] i,k=1,2,3 (5.20) 
0 ik 


005.19) Rur or, tJ, АГН (5.7) 5 # (5。 


IDR ШЛ, Ny. Vx. МАМ, 3 k=1,2,3 BF, Rp 
芍 导 数 都 是 Q 点 处 的 导数 。 


( 三) 边界 积 分 方程 


式 (5.13)、 式 (5.14) 及 式 (5.15) 对 板 沉 区 域名 内 任 一 点 都 适 
№. Г 上 的 位 移 及 力 都 是 已 知 的 ， 则 利用 式 (5.13)、 式 
(5.14) 及 式 (5.15) 可 求 出 板 党 内 任 一 点 的 位 移 值 。 但 是 ， 边 界 上 
鹏 位 移 及 力 只 有 一 半 是 已 知 的 ， 另 一 半 是 未 知 的 ， 因 此 必 须 先 
求 出 边界 开 的 未 知 量 。 为 此 将 已 点 移 到 边界 上， 用 尸 ,表示 (图 
5.3)。 当 Q。= 已 时 ， 因 为 基本 解 有 奇异 性 ， 因 此 已, 是 一 个 奇异 


171 


因为 由 式 (5.1) 可 知 ， 


Х*= -ВГ„(щї,о1, шф) = Litor, zy) | 


У*= – ВІ,(и®,0*, ш?) = L,(ut,ot, ш?) (5.215 
Z*= -BL:(u8,v3, ) = La (43,03, ш%) 
因此 由 第 二 章 式 (2.35) 可 得 ; 


{; X*udQ=C(Pyu(P.) 
J. Y*odQ=C(P.)o(P.) ; (5.22› 
|„2"®40=С‹РушР,› 


式 中 C(P) 是 一 个 奇 性 系数 ， 它 与 P 点 的 位 置 及 边界 曲线 在 P 点 的 
连续 性 有 关 ( 图 5.4)， 即 


Я 
£ e) 
图 5.4 
CCP) = На [ar (5.235 
由 式 (5.23) 可 得 ， 
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/1 PER 


|. 1/2 PET 矿 且 P 为 光滑 点 

C(Py= } (5.24) 
| B/2r ”PET 且 有 为 角 点 
lo PE(Q+T) 


如 果 基 本 解 采用 非 奇异 函数 ， 不 论 已 点 在 扁 沉 什么 位 置 ， 包 
括 边界 上 的 光滑 点 及 角 点 ， 则 C(P) 都 等 于 1 。 
利用 式 (5.12) 及 式 (5.22) 可 得 下 列 边 界 积分 方程 


СеР)т (Р) = | CURP, DN. + ut, (P.D Ns) 
+ WE (PSV (5) – 6#СР,5) М (5) — N*, (P,s)u,(s) 
= Nt, (P,s)u,(s) —V#,(P,s)u (s) 
+ МА\(Р,5)@(5)04Г(зУ)+Т,+], kh=1,2,3 .(5.25) 
式 中 usu и,=2 Ws =u 


式 (5.25) 代 表 了 三 个 位 移 的 边界 积分 方程 ， 但 扁 达 边界 的 每 
一 点 有 四 个 边界 未 知 量 ， 因 此 必须 补充 一 个 边界 积分 方程 才能 确 
定 边 界 未 知 量 。 这 个 补充 边界 积分 方程 可 以 直接 利用 第 二 章 的 式 
《2.48) 来 建立 。 设 (已 。) 为 Po 点 的 求 导 方向 ， 将 式 (5.25) 的 第 三 
个 边界 积分 方程 两 边 对 nC 了。) 进 行 导数 便 得 ; 


C(P)0(P) = 人 Cut, (P,s)N,(s)+ut (Р,5) №, (5) 
+ шя (Р, 5) a(s) –-0%(Р,5) М, (5) — Ns, (Р, )и, (5) 
=, (Р, з)ш, (8) — УЗ,(Р,в) © (5) 
+ МҰ (Р, з)0(зуаГ (5) +T. +f. (5.262 
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Ah 000) =uw(s) =w(P) (5.27 
ut, = (ит), ие = (ие) w= (np 
No = (№), м, = СМ), 0%=(0%)’ 
МҰ, = (М) И = (Ve)’ М, = (Mh) 

щ = (u3) v= 009), 
其 中 (Е*)/=дЕ*/дп(Р„), F*=us,ut es Mt, 。 


式 (5.26) 等 号 右边 积分 的 第 七 项 也 可 以 采用 下 列 形式 代 赫 ;， 

j. VRP SWAT =lim A j: VE (P SWAT 

、 (5.28) 

式 (5.28) 中 的 等 号 表示 左右 两 边 的 积分 式 可 以 互相 代替 的 意思 。 


人 ,可 用 式 (5。17) 和 确定， 但 用 册 (s;) 代 不 ww(si)。 
在 式 (5.25) 及 式 (5.26) 中 含有 下 列 类 型 的 面积 分 ， 


/= |, а‹д›в°ао QER ШКУ; 

利用 第 二 格林 公式 可 以 将 式 (5.29) 化 为 边界 积分 。 
设 V2q(Q)=0 QERQ (5.30): 
у*К=ш* QERQ (5.31) 


则 利用 第 二 格林 公式 可 得 ， 
у=}, ‹адЕ/дп- Еда/әт)аг (5.32) 


由 上 述 可 知 ， 利 用 式 (5.25) 及 式 (5.26) 可 求 出 板 壳 的 边界 未 : 
知 量 。 当 边界 未 知 量 求 出 后 ， 利 用 式 (5.25) 可 求 出 板 壳 区域 2 内 
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ВИА. 
( 四 ) 荷载 处 理 

Ж ч,=чо+и  k=1,2,3 (5.33) 
式 中 ”中 一 特 解 ， 由 式 (5.35) 确 定 。 

将 式 (5.33) 代 入 式 (5. 了 1) 便 得 : 

1(и/ уу! w) + 1(и%,0*,ш°%)+ X/B= 0 ] 

10и 0" ш’) + 1,,(и°%,0°%,ш°)+Ү/В= 0 | (5.34) 

1(и/ ,0/ ,ш/у+ Lu ,0°,w)+Z/B= 0 7 


ЭПЖ  La(u’,o", w?) + Х/В= 0 


І,(и%,0%,ш°%) +У/В= 0 (5.35) 
L.(u°,u°,u°)+ Z/B = 0 
测 由 式 (5.34) 可 得 : 
І„(и!,0';ш/)= 0 3 
Ly(u’,0’,w’)= 0 ; (5.36) 


L.(u’,v’,w’)=0 


由 此 可 知 ， 在 式 (5.25) 及 式 (5.26) 中 令 和 =Y=Z= 0， 便 
可 得 式 (5.36) 的 边界 积分 方程 。 将 


UL =u, -u (5.37) 
民 和 人 这 个 边界 积分 方程 就 可 得 到 板 壳 的 边界 积分 方程 ， 


CPMP) = | О.а + Т, ў, k=1,2,3,4 (5.38) 
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式 中 u)=u, u,=0, us = ш, u,=0 
у= СР Р) + | CURP s) М) + ui, NS (S) 
+ ш (Р,5)У%(5) -02(P,s) MaCS) — Nt, Pps) uh (s) 
= МСР, )и5 (s) -Vt,CP,syu (5) 
+ МР, х)0°())аГ(ѕ)+Т0 А=1,2,3 (5.39> 


在 式 (5.38) 中 ，U,、Us 及 U ,与 式 (5.25) 等 号 右边 的 边界 积分 的 
被 积 函数 相同 ，U ,与 式 (5.26) 等 号 右边 的 边界 积分 的 被 积 函 数 


相同 TY?、7? 及 了 ?与 式 (5.17) 相 同 ， 人 ?也 用 式 (5.17) 确 定 ， 
(А w OREW); 了 ,可 用 式 (5.39) 确 定 ， 但 用 w"《s) 代 赫 w* 
(si)，T2 与 的 形式 相同 ,在 式 (5.17) 中 只 要 用 w WRM, 
Жо, URM RFT. 


由 上 述 可 知 ， 利 用 式 (5.38) 求 解 可 以 避免 域内 积分 ， 计 算 工 . 
作 大 大 简化 ， 值 得 推广 。 


$5.3 薄板 的 样 条 边界 元 法 
(一 ) 边界 积分 方程 


薄板 的 边界 积分 方程 可 以 直接 从 式 (5.25) 及 式 (5.26) 简 化 出 
来 。 因 为 在 薄板 中 只 有 邮 、0、M ,及 斑 。， 因 此 由 式 (5,25) 及 Ж 
(5.26) 9148, 


СРР) =}. [ut(P,s)Pr ss) —0%(Р,УМ„(5) 
= V*,(P*s)ytu (s) + Mt (P,,s)0(s)3dT` 
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+Т,у+ fı (5.40) 
CCP)6(P) = |„ са, 09) = OP,s) Mals) 

= Vz,(P,s)u(s) + Mz,(P,s)0(s)3d T” 

+T.+f: (5.41) 
Cewe) = |. cutep, 5,09) —81(Р,)М,(з) 

= V1,(P,s)u(s) + Ma ,(P,s)0(s)3d T 

+Ta+ fs (5.42) 


式 中 haf (q(s)ƏF>*(P,s)/ən- F*(P,s)oq(s)/onJd T ` 


(5.43) 
T,= ра Сш СР, ADAM n(A) -WA AMR (Р, A) 
(5.44) 
ше = òwt/òn(P), 6% =д0*%/дтР) | 
Я (5,45) 
2 = 91M8 /on(P)， У, = ӘР, /дпсР) ) 
ш{ = дш? /д5(Р), += д01/д5(Р) 
(5.46) 


#,=ƏM,,/9s(P), Иа = VRAP) | 


Mz,,=ə9M3, /ən(P), М&,,= М, /os(P) (5,47) 
0 = дш/дп = дш/дѕ 
177 


ШТЕТЕ ЖАР, BH 


ш = чыр?!” (5.48) 
它 满足 下 列 方程 : 
Dy‘wt=6(P,Q) (5.49) 


式 中 6(P,Q) 是 狄 拉 克 ( Driae ) 的 6 函数 ，r = РО. 
当 w} 确 定 后 ,利用 本 章 附 录 的 公式 即 可 求 出 0?，M?，， 


VV%，，M,,1，"…。 具 体形 式 见 本 章 附 录 。F# 可 以 由 式 (5.31) 


确定 。 将 式 (5,48) 代 入 式 (5.31) 便 得 ， 
1 


yF} = зар rilnr 
由 此 可 得 ， 
4 
Fi- 15-1 0ағ- 5) (5.50) 


.__ дш? КЕЕ д or 
又 因为 ш = MP) = aD 218+ 10 н ру 


< Р 
“тр?! + 1)соѕ(п,х) (5,51) 
将 式 (5.51) 代 入 式 (5.31) 可 得 ; 
3 
ЕЗ = 16-018" – Dcos(n,x) (5.52) 
y ._ òw? r òr 
又 因为 w 7 95Р) = вар Qlnr+ 1) дѕ 
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= 520218" + 1)sin(n,y) 15.53) 


将 式 (5.53) 代 入 式 (5,31) 可 得 : 


F}= apur- 1)cos(n,y) (5.54) 


如 果 域 内 受 局 部 荷载 ， 而 且 荷载 区 域 的 边界 为 也， 则 式 
《5.32) 及 式 (5.43) 中 的 积分 边界 六 必须 改 为 太 v。 


( 二 ) 样 条 边界 元 法 


如 果 将 边界 T AMAER С 图 5.5 ) ， 则 式 《5.40 ) ~ 
(5.42 ) 可 变 为 下 列 形式 ， 


x 
C(P,,syu(P ,) => П,„‹Р,,5) +, +f, 
и 
C(P,)0(P,,s) => П«»„(Р,5)+Т,+]/, (5.55) 


| 

M | 

CP ACP ass) =E Пз»(Р,5)+Т,+], J 
RR Пы(Рзу= | ГР,» obs) OPa SM) 
= Ия, (Poss)w(s)+ Mz, (Po,s)0(s)JdT(s) (5.56) 


x 
f. ">= J: [GIƏ(P,.,s)q(s)- F#(P,,s)q*(s)JdI (s> 


(5.57) 
其 中 CCPos)= дЕ{(Р,,5)/дп Ё=1,2,3 (5.58) 
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4/(5) = д9(5)/дп (5.59) 


利用 式 (5.55) 可 以 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 现 在 介 
绍 几 种 具体 做 法 ， 
1。 第 一 种 方法 
如 果 将 每 个 区 域 太 分 为 V。 等 分 ( 图 5.5 ) ， 
s <s i <s, LLS, z= N, 


Si=So +ihms m= Sigi = Si = (5,— 5,)/ М 


则 式 (5.56) 及 式 (5.57) 可 变 为 


П(Р,,з) =È À [uM СР, „50У (80) – 08(P,,sOM,(si) 
=, (Р, шв) + МЎ, (Possi)0(s) ha (5.60) 
M 2 

f= >= мг с; (Р, ›5:)9(5:) 


-FEOP,,sOq7(si)3h, (5.61) 
将 式 (5.60) 及 式 (5.61) 代 入 式 (5.55) 可 得 ， 


DD) tuy, -СМ2,40).- НОИ). 
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+[K1,.(M),)- [T1,(c) = (7), k=1,2,3 

Ap (U)=[U, U, U, ~œ U.I 

U=w, 0, M,, Va 

LDJ),,= [V Jen + КЛ 

[LV Jem= ЬУ 2.СА1, + CIROL 

CM Jin = СМ, JnCAJn — CCIRO, , 
'k=1,2,3 
CH lin = h, Сш), : 
СКЈ, = А207.) 


{= Со) falsi) Falsa) … fals) 
СР*]=[Р* (Р, ,з:)], Po =s;(k=1,2); 
Р, = А,(= 3) 


P*=ub 0, Mie Из, Ее, GR, hkh=1,2,3 


ГАЈ, = іав(л,, Ais Aas As) 
LCJ,=diag(C,, Cis Cis +, C,) 


(5.62) 


(5.63) 


(5.64) 


(5.65) 


(5.66) 


(5.67) 
(5.68) 


其 中 1 = O, 1,2,0,2; j=0,1,23 N; z= М„, N 为 整个 边界 
Ф077 Бе; [CJS2/[C1,S" KCN +1)(z+1) 的 矩阵， 而 a 及 B 


按 下 列 规定 采用 ， 如 果 按 图 5.5 的 形式 离散 化 ， 则 


(1, т=1 (1, т= М 
a=! =; 

1 -1 

l7’ m=1 z m= M 
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如 果 按 图 5.6 及 图 5.8 的 形式 离散 化 ， 则 a= B= 1。 

利用 式 (5.62) 可 求 出 边界 未 知 量 ， 但 式 (5.62) 与 边界 条 件 及 
角 点 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 条 件 。 如 果 落 板 周 边 无 角 
点 ， 则 {C}={0}，[Rjzm=[0 3。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 删 掉 & = 
3 所 示 的 补充 方程 ， 然 后 引入 边界 条 件 。 例 如 ， 如 果 薄 板 周边 固 
定 且 无 角 点 ， 则 w=0=c= 0。 因 此， 由 式 (5.62) 可 得 ; 


É CKM) CH] )n) = (f. k=1,2 (5.69) 


式 中 (= Z (C GEICA In (a) | - [PEJA ) hn 


(5.70) 
若 薄板 周边 简 支 且 无 角 点 ， 则 w(s) = M(s) =c= 0 。 因此 ， 
205.62) 98, 


мыд» tH a)n) - (fh k=1,2 (5.71) 
车 薄板 周边 自由 且 无 角 S, M M(s) =V(s)=c= 0 。 因 此 ,由 
式 (5.62) 可 得 ， 

иы), -СМ2,,(9).0 = (7), k=1,2 (5.72) 


ХЕР 05.66) Ф P*(s,,s,) 可 以 用 配点 法 确定 ， 也 可 以 用 
下 列 积分 式 确定 ， 


Жж 5‹+һя//2 š 
P*(sp s) = 有 Р*(зу, Sdr (S) (5.73) 
. л s —h,.Z2 
如 果 P* 为 奇异 函数 ， 则 P*《s;:，si) 采 用 下 列 积分 式 确定 ， 
Sithm/2 
P*Gss s)= llim f Р*(Р„,з)аГ(з) 
hm Poesi? s ha /2 


(5.74) 
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式 (5.73) 及 式 (5.74) 可 以 用 高 斯 求 积 公式 计算 。 

如 果 薄 板 周边 固定 且 有 角 点 (图 5.6), W ш(з) =0(5)= 0, 
由 于 在 边界 厂 上 恒 有 0 = 99 = 0， 因 此 在 边界 上 bau/anas= 0, 
WETA, Т, 0 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 利 用 式 (5.62) 所 得 
-的 基本 方程 与 式 (5.69) 相 同 。 


如 果 薄 板 周边 简 支 且 有 角 点 (图 5.6)， 则 式 (5.44) 可 变 为 
Tr= ш: (Р, ADAM n(A) R=1,2,3 (5.75) 


式 中 也是 角 点 的 坐标 值 。 利 用 式 (5.62) 可 得 ， 
È «мды HIV Ya + Те) = — (fl, 


k=1,2,3 (5.76) 
式 中 {с} = с, с, cs … c,” 
с, =АМ,,СА,) 1=1, 2 了 


[Т1,=[®{(зу, A), k=1,2, }=0,1,2.е,/ 


(5.77) 
[TJ], =0(4,,4,)] 2,1=1,2,..,1, 
СМ]. „= hn СМ. ГА] 
(5.78) 
ІН), „= В„Сш%7,СА1,, 
шз], = ш%(4,,5;)]„ .= 0,1,2,0у2 
(5.79a) 


[Mi l = [M3 CA. „| 8512 551 
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СЕЗ], = CU F3CAos)l,  Ф=0,1,2,+,2 
t=1,2,-, L 


(5.796) 
165], =Г604,›5:)1, 


其 余 记 号 见 式 (5.64) 一 式 (5.68)。 利 用 式 (5.76) 可 求 出 周边 简 支 


图 5.6 
在 简 支边 上 ， 由 于 = 0 ， 则 


= 90 _ 
v= PET 


如 果 薄 板 周边 自 由 且 有 和 角 点 (图 5.6)， 则 式 (5.44) 可 变 为 
Т,= -E WADAM E CP AD k=1,2,3 (5.80) 


式 中 1=1,2,*…, 上 ; 上 为 边界 厂 上 的 角 点 总 数 。 
对 于 自由 角 点 (图 5.7)， 未 知 量 有 五 个 WA, MAD, 


Өс Аг). РСА САГ), ШЕПКЕ А З, 存在 下 列 关 
系 : 
%#CAt)sin8 = 0CAt)cos8— 00(A7) 
(5.81) 
%( Ar)sin8 = At) – OCAT) cosp 
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式 中 为 边界 角 点 的 内 角 { 图 5.7)。 由 此 可 知 ， 自 由 角 点 只 有 三 个 
独立 的 未 知 量 。 


图 5.7 


由 上 述 可 知 ， 对 于 周边 自由 且 有 角 点 的 薄板 ， 可 以 利用 式 
《5.62) 建 立 样 条 边界 元 法 的 计算 格 式 ， 这 时 Mas) =V) = 
Mas(s) = 0 。 利 用 式 (5.62) 可 得 ， 


AD)... CMI {0s) = (fs k=1s2 (5.829 
AP [D]em = lien + [RJ k=1,2 (5.83> 


(Relsossom) 0 ++ 0 К, (5, »5.) | 


В, суузы) 0 + 0 Ёз) | 
СК], = А А | 1 | (5.84) 


S R,.(SysSaa) O … 0 Re(swyS:) (М+1)(г+1› 
其 中 Re=AM3e k=1,2 (5.85> 


如 果 薄 板 周边 为 混合 边界 (图 5.8)， 则 在 式 (5.62) 中 引入 混 
合 边 描 问 题 的 边界 条 件 及 角 点 条 件 ， 即 可 得 混合 边界 问题 的 样 条 
边界 元 法 的 计算 格式 。 

.对 于 混合 边界 问题 ， 为 了 分 离 边界 未 知 量 和 边界 已 知 量 ， 可 
以 在 两 个 区 域 分 界 处 布置 两 个 彼此 十 分 接近 的 点 (图 5.8)， 这 两 
个 点 属于 不 同 的 区 域 。 在 混合 边界 问题 B, LCJ, 中 的 a 及 6, 
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不 论 m 为 何 值 ， 都 等 于 1( 因为 不 存在 参数 搭 接 问题 ) 。 对 于 有 
角 点 的 边界 ， 为 避免 角 点 问题 ， 可 以 在 角 点 左右 布置 两 个 彼此 十 


图 5.8 


由 上 述 可 知 ， 利 用 式 (5.62) 可 求 出 边界 未 知 量 。 当 边界 未 知 
量 确定 后 ， 利 用 式 (5.40) 即 可 求 出 域内 任 一 点 的 挠 度 邮 ( 己 ) (К, 


WEP) = 总 IILa(Pis0)+7iCP)+ 户 (P) (5.86) 
w 对 域内 任 一 点 P 的 二 阶 偏 导数 为 


wP) = EoI „СР +T, (P) + дїў, CP) (5.87; 
式 中 дё (Ps = ENCV sds wt P, s) 
-—М„(5;)д#061(Р,;у-ш(5;)д%/% (CP, 5) 
+g(si)02M (P,s)Jh, ` | (5.88, 
FT P)= PWP, ADAM n(A) 


-wA ADM ts, (Р, А,)] (5.89) 


д*},(Р) =й 于 Ne(s)92G1CP,s) 
Келт 


—4/(5;)д®Е}(Р,5;)1В„ (5.90› 
式 中 3: 下 表示 下 对 PP 点 求 二 阶 偏 导数 ， 即 
F F F 
aa òn?” ðs?’ дпдѕ 
(5.91› 
* oF F F 
或 дс òx?” ду? дхду 


利用 式 (5.87) 确 定式 (5.91) 的 值 后 ， 即 可 利用 式 (5.5) RtH 
域内 书 点 的 弯 矩 及 扭矩 值 。 

2。 第 二 种 方法 

如 果 将 边界 六 分 为 Wu。 等 分 ， 则 利用 第 三 章 式 (3.54) 可 将 式 
《5.56) 的 边界 积分 化 为 下 列 形式 : 


Р*(Р,„,5)Ш(5)4Г - 5 NPP S DUCS hn 
+ AR СРСР, ss OU (з,)— Р* (Р, Us:)] (5.92》 


式 中 z= №,; U=u0, Ma Vn P*= wt, 6%, М*,, ИЗ, 
Fi, Сї, 
将 式 (5.92) 代 入 式 (5.56) 及 式 (5.57) 可 得 


ШР, = (Р, + ta [wt(Po, s.) У{(з,› 
= wPo sS) 405.) Ot(P, ,so) MECS) 
187 


+01(P.,s.)M4(s,)- Var(Posso)w’(s,) 

+V1,(P.,s.)u (s.)+ МСР, sL|)07(s,) 

~— M*.(P,,s:)0(s:)] k=1,2,3 (5.93) 
=, НСТ, з,)дасз)/дг- GECP, з.да. 


— ЕР, ,5,)09'(5,)/д5 + ЕҰСР, »5.)д9' (5.)/95] 


(5,94) 
式 中 О/ = 00/0, U =u, 0, V,, M. (5.95) 
如 果 设 Р„=5, (j=0,1,2,--., N), (5.93) &(5.94) 
代入 式 (5.55) 可 得 ， 
Иш» - [MT (0), - ЕНУ}, 


+[KJ),.(M),)+ (0,2,.(07), ~ [M 1,107), 

{НЛ} + [K,1,.(M7),)1- (TJ).(c) 

= (fh Ё=1,2,3 (5.96) 
式 中 (U)=[U, U, U, = U.J 


{U’}= ш Uí U; = UY 
[JoJrn= hn CPES) Jam CA] k=1,2,3 (5.97) 
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ЕР (SiSi)]en= 


Pr(soyson) 0 + 0 -Р1(з&,5„) | 


hn PrCsissom) 0 6 0 -PRSS ` (8.98) 
6 ° ЕУ I 


PE(svyson) 0 … 0 —P1(SssS;) ` (N+1)(z+1) 


其 中 Рї= wt, 01, Viss Mio з=, Ер, G} 


Je =D., H,, Ks, м, 
HAG. IATA, HU” = 0 时 , 则 式 (5.96) 可 变 为 式 (5.62)， 
而 且 所 有 记号 都 相同 。 由 此 可 知 ， 臣 (5.62) 是 式 (5.967 的 一 个 特 
例 ， 而 式 (5.96) 是 式 (5.62) 的 一 个 发 展 。 
如 果 边 界 未 知 量 采用 三 次 B 样 条 函数 来 到 近 ， 则 
ш(5) =[m(s)]{a}。 OCS) =[Ф(5)1{5}„ 


| (5.99) 
VAOD TEONA) M.,(s)=[%(0s)J(B), 2? 


ш/(з) =Ф/0з) 09), 070) = Ф806), 
VG) = LH CIA, МЕС) =[g'(s)]LB)。| (5.100) 
式 中 (5),=00, S, S, = Ss О". 
S=a, b, А, B, U=u, 0, Vn M, 
L#(s)]=L@,]Í (s)JLQJ, e= -1,0,12 z+] (5.101) 
EOJ = іа (С97,017,А]) (5.102) 


其 中 [ 门 为 (z 一 1)(z 一 1) 的 单位 矩阵 ，[9] 及 [自由 第 一 章 式 
ADAE., g, .为 三 次 B 样 条 函数 ， 即 
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Фа. 9 ("° t е) е=-1,0,1,2,+-,г+1 (5.103) 


05.99) 505.100) 949%; 
(U), =07,45), {U }n =EN’ Jn{S}n (5.104) 
式 中 [NJ,=[BJ,[QJ),, [N ]n =B Jn] (5.105) 


AHCB] KCB Jn 分 别 由 第 三 章 的 式 (3.69) 及 式 (3.70) 确 
定 。 

式 (5.96) 与 边界 条 件 有 关 。 如 果 薄 板 周 边 固定 且 有 角 点 〈 加 
5.6), ， 则 式 (5.96) 可 变 为 


Ў ака.4М). -Henn + EK ola (M), 


-ЕН,1,,{0'),) {f} k=1,2 (5.106) 
将 式 (5,104) 代 入 式 (5。106) 可 得 : 


5 К.В). CHI A k2 《5.107) 


ET + EK Jnl N Jn) 
Е 1 k=1,2 (5,108 
(Ahn HCN] + Ho tN 


利用 式 (5.107) 求 出 {4}s 及 {B}s 后 ， 即 可 利用 式 (5.104) 求 
ЖА (М), 0), 
如 果 薄 板 周 边 简 支 且 有 和 角 点 (图 5.6)， 则 式 (5.96) 可 变 为 


TMI {On +H la a +M Jant ), 
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+H Jeni’ ЫЫ) +{Т1{с} = - (f). 
k=1,2,3 (5.109) 


将 式 (5.104) 代 入 式 (5.109) 便 得 : 
Жейк», HI (AYO +0720) — (f). 


k=1,2,3 (5.110) 


式 中 CM Jen = MI NI Mo Ne 
R=1,2,3 


САЗ, =СН1,„02, + СН Y. N1, 
(5.111) 


利用 式 (5.110) 求 出 {4}。 及 {p} „5, ПАЯН (5.104) ЖН 
(0). (0). 
如 果 薄 板 周边 自由 且 有 角 点 (图 5.6)， 则 式 (5.96) 可 变 为 


È CDlntw}n Cunttjs+CDounfa'js 


一 [Mo]sn{g ja)={F)e Ё=1,2 (5.112) 
将 式 (5.104) 代 入 式 (5.112) 便 得 ， 


Д абада), HI} =}, k=1s2 (5.18) 


җир (Dhn =С02,.2№2,+00,2,2Л721 
‚Ё=1,2 (5.114) 


СМ, = М1 + СМ 2,277, 


利用 式 (5.113) 求 出 {c}。 及 (b), 后 ， 即 可 利用 式 (5.104) 求 出 边 
界 未 知 量 {ww}。 及 {0}，。 
如 果 边 界 三 为 混合 边界 (图 5.8)， 先 对 式 (5.96) 引入 混合 边 
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界 问题 的 边界 条 件 及 角 点 条 件 ， 然 后 将 式 (5.104) 代 入 ， 即 可 获 
得 薄板 混合 边界 问题 的 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 
з. 第 三 种 方法 


如 果 将 边界 六 "分 为 W。 等 分 ， 则 


ш(з) = Ywis) b(s) = Eob) ] 
i= і-0 1 Р 
‚ (5.115) 
M,(s) = P M $ (s) V,(s)= YV $,(s) 
“O i=0 


式 中 z= Ns，:(s) 采 用 第 一 章 式 (1.27) 的 形式 。 将 式 (5.115) 代 
入 式 (5.56) 可 得 : 


H.P.) = УГ] wt(Poss) psdT OV 
1-0 г 


= (fi ercPoss) pics) аг)м, 


= (Ж УЗОР, ау bi(s)a r), 
+ (fi MtsPoss) pcs)yar)e:] 
wcs), 0:= 


(5.116› 


#(5;), Mi= =M,(si), Vi=V,(si)o 
如 果 将 式 (5.116) 代 人 式 (5.55) 可 得 ， 


Жир wi= 


È CD (6), [M3, (0), CH ent )a 


*EK1Y.,(M),- UT), (c) = (f), k=1,2,3 (5,117) 
起 中 С01,,= У2,, +182, 


(5.118) 
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Jen =, + [C3B6,, | 


ІМ2,„=М,:),„ [CIRO 
[Hjem= Н, СК2,„= СКЈ 


| k=1,2,3 


(5.119) 


Ри=|,„ QEG DODATE), k=1,2 (r=j)] 
m Í 


| 
эё * z ы э 
P. = |. OAD OdT), йЁ=8 (r=t)| 


(5.120) 


式 (5.120) 可 以 用 数值 积分 法 的 高 斯 求 积 公式 进行 计 Mo CRI 


由 式 (5.84) 确 定 。 


式 (5.117) 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 关 。 引 入 边界 条 件 及 fa 


点 条 件 后 ， 式 (5.117) 可 变 为 


LAL XI +t 002,02). -LTE = (f), 


(5.121) 


对 于 混合 边界 问题 (图 5.8)， 如 果 边 界 T. 为 固定 边 ， 则 (с) = 


{0 }。 因 此 
{X}n={V}n (ZY.= (M), 


[Alin= -1Н1,. “QJ. =K hin 
如 果 边界 厂 ,为 简 支边 ， 则 

(X) = On (Z).= (V). 

LA). = - М1,  CQlin= -CH Jin 

{с} = [с, cx … с] 


如 果 边界 三 ,为 自由 边 ， 则 {c} = {0 }。 因 此 


(5.122) 


(5.123) 


(5.124) 


(5.125) 


(5.126) 
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{Х}.= (ә). (Zyi.= (01, (5.127). 
CAlin = [D]en [QJin = - ЕМ), (5.128) 


利用 式 (5.121) 求 出 边界 未 知 量 后 ， 即 可 利用 式 (5.40) 的 离 
散 化 格式 求 出 域内 任 一 点 P 的 找 度 值 ， 利 用 式 (5.5) 求 出 域内 任 
一 点 书 的 弯 矩 及 扭矩 值 。 

4. 第 四 种 方法 


设 u(s)=[@,43[Q1, (e), 
005) = Гфз,2С021,(0}. 
MaS) =[gs.3[Q1, (M), А 
ValS) = СФфз,1С021,(/}„ 
则 式 (5.56) 可 变 为 


(5.129) 


MePa E(f WEP Eps IAr) n 
-(| IEP Eps IAr )EIM n 
-(| „УР, ,›юге,,г›14Г )rQ3 (m), 


- (f мї Р, ,әэге,.әэлагуга u, 
(5.130) 


Ж [Q).=[B1J;' (5.131) 
CBI, 由 第 一 章 式 (1.130) 确 定 。 将 式 (5.130) 代 人 式 (5.55》 
可 得 


E CD, (e). = 11,00), -Н1,.4и). 
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+{К1ы{М}Һ)-Ї[Т1М{с}={#}, Ё=1,2,3 (5.132) 
式 中 [Dhin [Mlin LHn СКЈ, 的 形式 与 式 (5.118) 及 式 
《5.119) 相 同 ， 但 这 时 


IP. ||, 98,0241 EAn | 


r=j (k=1,2) 
( (5.133) 


LC ]ro3,, 


r=t (k=383) 


式 (5.133) 利 用 高 斯 求 积 公式 计算 。 利 用 式 (5.132) 可 求 出 边界 未 
知 量 ， 但 注意 引入 边界 条 件 。 
5。 第 五 种 方法 


设 WO) =Се,.202.(9)., 069) EPOR | 
Уз) = ез 2202.44), Mals) = Сеа.2202.(8).) 


(5.134) 
ИШ С5.56) F RA 


IL. з) = (| WEP. ps 6024г) соз). 
- (|,.62Р.,9ег.сә2аг)соз. (B), 
- (fp VEP Солаг)сол,4ә), 


+ (fp MPDE Idr) 


(5.135) 
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式 中 [QJ,=diag([gJ), [Г], CAD (5.136> 


其 中 [7] 为 (z-~- 1) (z— 1 的 单位 矩阵 ，z = [9] 及 [打出 第 三 
章 式 (3.127) 确 定 。 将 式 (5.135) 代 入 式 (5.55) 可 得 


DI ta) - [M1,,0), -LHI A КЛ, (B) 


-71,(с) = (f. k=1,2,3 (5.137) 


Җир [D], [M1,,. LH lin KEK Jin 的 形式 与 式 (5.118) 及 式 . 
(5.119) 相 同 ，[ 尸 ,的 形式 与 式 (5.133) 相 同 ，[Q], 这 时 利用 式 
《5.136) 确 定 。 利 用 式 (5.137) 求 出 未 知 参数 后 ， 妈 可 利用 下 列 公 
式 求 出 边界 未 知 量 ， 


{0}, = 01,5), (5.138) 
AP ГМ), = 81,201, (5.139 
其 中 =u, 0, V,, Mni 5 =а, b, А, B, 
(三 ) 角 点 的 处 理 


如 果 边 界 有 角 点 ， 由 于 角 点 出 现 新 的 未 知 量 ， 则 必须 增加 新 
的 补充 方程 。 建 立 补充 方程 的 方法 有 几 种 ， 本 节 采 用 一 个 简单 的 
方法 ， 假 设 在 角 点 左右 有 两 个 彼此 非常 接近 的 点 (图 5.6)， 而 且 
这 两 个 点 分 别 属于 左右 两 边 。 这 样 求解 的 效果 很 好 。 
如 果 薄 板 只 有 角 点 支撑 (图 5.9)， 则 
V,Gs)=M,(s)= 0 


(5.140) 
ш(4)=0, АМ„,(А)=Е(А,) 


ЖР ЕЛ.) ЖЫ, 1=1,2,+-,1„ 
引入 上 述 边界 条 件 及 角 点 条 件 后 ， 式 (5.117) 可 变 为 下 列 形 
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式 ， 


芝 (LD]ssfuwjs-CM]ufgjs)-[TJstF}= (fla (5.141) 


Arp (F)=UF, Е, Fa =+ Fr]” ‹5.142› 
Fi=F(A)  1=1,2,,/. (5.143) 
05.141) 940, 
ГАХ} = (f) | (5.144) 
式 中 ХХ) = а} {bF {FFF (5.145) 
[4]=[ - СМ) - 71] (5.146) 
а СНІ (5.147) 


і Wha lia + СИ, м 
[= Wla Wla … [ax | (5.148) 
EV Jar LVJs ++ СИ] 
CM]: [М1 ~ СМ, | 
[М1= М], [MJ + [MJ | (5.149) 
r | 
ЁМ1з, CM]s: < [M]sw ， 
ЇТ1=С {ТЇ {ТЇЇ [TKI (5.150) 
[T] = [zy (5,, A1)] 
j=0,1,2,°5 N 
ІТ], =[w? (s,, 4,07 (5.151> 
tl =1,2,3,°% 0L 
LTJ, = Соз СА,,4,)1 
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利用 式 (5.144) 可 求 出 角 点 支承 薄板 的 边界 未 知 量 。 


(wm )Е*(5;,5; ) 值 的 求法 


如 果 F*(P,s) 是 一 个 奇异 函数 ， 则 FF*(si,si) 值 可 利用 式 
《5.74) 求 出 来 。 

V*《sis51) 也 可 以 用 刚体 位 移 来 确定 。 如 果 薄 板 只 有 刚体 位 
移 ， 而 且 g9= 0 ， 则 由 式 (5.40) 一 式 (5.42) 可 得 ， 


CP f VR Podr БАМ PaA) = 0 


(5.152) 


| V (Pass)dT + БАМ, (PaA) = 0 


(5.153) 


Í, VEA DAT + CAM, (AeA) =0 


(5.154) 


和 Us (оз) = -È VE (ss hh- PAME GA) 


ixi 


-Csi) (5.155Y 


NAV sigs) = -È Valsis Ah- АМ, (ss AD 
i 


(5.156) 


АНИ (sos) = ЎЗИ (зз Аан AM, (840 
ъ= 0 vi 


(5.157) 
这 种 求 F*(si,s;) 值 的 方法 对 扁 党 也 适用 。 


(五 ) 域外 奇 点 的 样 条 边界 元 法 


域外 奇 点 法 就 是 在 域外 建立 边界 元 法 的 计算 格式 。 为 此 ， 在 
薄板 的 实际 边界 三 的 外 围 构 造 一 个 相似 的 虚 边 界 Г*СЇ&5.10),{& 
从 边界 上 的 点 与 实际 边界 上 的 点 一 一 对 应 ， 而 且 

О О у> (5.158) 
计算 表明 ，Y = 1.01~2.5 均 有 效 ， 建 议 取 Y =1.10~1.5。 

因为 虚 边 界 上 的 P 点 就 是 域外 奇 点 ， 因 此 各 系数 公式 中 的 积 
分 不 会 出 现 奇 异性 。 故 域外 奇 点 样 条 边界 元 法 可 完全 避免 奇异 积 
分 。 ; | 

H Р {ЕХ (Q+ Г) Я, СОР) = 0 。 由 此 可 知 ， 式 
《5.40) 一 式 (5.157) 对 域外 奇 点 样 条 边界 元 法 也 适 用， 只 要 令 
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图 5.10 


C(P)= 0 就 行 了 。 具 体 做 法 与 前 面相 同 。 但 法 意 ，P 点 在 虚 边 
界 广 上 。 


85.4 局 亮 的 样 条 边界 元 法 
如 果 将 扁 光 边界 分 为 MM 个 区 域 (图 5.5)， 则 式 (5.25) 及 式 (5。 
26) 可 变 为 下 列 形式 Ё . 


>: | ; 
C(Poyu,(P.)= П.Р, 5) + },(Р,) (5.159) 


式 中 u,=u, u,=0, us = ш, u,=0 
如 果 将 每 个 区 域 分 为 六 ,等 分 (图 5.5): 
s. <s <s, sy 
si=sotihn, „=з s =l,/N. 


则 式 (5.159) 可 变 为 
RAUPO = CPOP- У MePa) fP 


(5.160) 
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RH П.Р.) = x |а, 
HURC Passi) №, (si) + WEP ossi) V (55) 
= 0%(Р,,5:)М asi) №, (Р, ,5;)ш„(5;) 
= Nii(Possi)u, (50) – Из, (Р„,5;)ш(5,) 


+МА0Р,»з0605)]һ. 6=1,2,304 


(5.161) 
и Nm 
РР = 5 E u| EPa 
- FCPossi)g’ (sO) fhn (5.162) 


这 里 X=Y=0, Z=q, Ч, f POETARI xÇ (5.39) 
请 定 。 将 式 (5。39) 离 散 ， 可 得 与 式 (5.162) 相 似 的 离散 形式 ， 


x 


Nn 
«Р = CP PO Ума, Ps М (з) 
+ ui(Poss NS(si) + WEP oS DVC) 


^—0?(Р,5;) Ma(si)— Nš (P,,s)us(s;) 


- Ме, СР .5,)и9 (5) — И, (Р, ,si)w'(s;) 
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+ MCP ass 0C Vins h=1,2,3,4 (5.163) 
本 节 对 扁 壳 不 考虑 角 点 的 影响 ， 令 Ts= 0 。 
边界 未 知 量 可 以 用 三 次 B Ж ЖЕШ, M 
и„(з)=[Ф(з)1{а}„ и, (5) =C Hb} 


3 
| (5.164) 
ш(з)=[Ф(5)1{сыЬ — 0(s)=[%(s)J(ay, ) 


Wa(S)=[4(s)]{4j N ,,(Gs)= [#(s)3(ByY, 


(5.165% 
V,.CGs)=[%(s)J(Ch, — M,COs)=[%(s)J(DY, 


式 中 {F}n= UV, F, F, >” Е. W.E 
F =a, b, с, d, А, В, С, D 
W =и,, u,, ш, 0, Nas N,, И, М, 
005.164) 05.165) 314%. 
(uY = [NJ (ak, {uihna = СМ2,(65, 
(5.166ay 
{ш} = [NIn{c}, {4#„=гу„{4}„ 
{Ns}n=CNJa{A}n Nm =EN {В}. 


, (5.166b) 
ХИС, (M, =[N3J,.(DI, J 


式 中 [NJ,=LB1,CQ1, (5.167) 


利用 上 述 各 式 可 以 建立 扁 过 的 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 现 
在 介绍 几 种 具体 做 法 : - 
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( 一 ) 第 一 种 方法 
将 式 (5.161) 及 式 (5.162) 代 入 式 (5。,160) 可 得 ; 
ATM at Natu ИӘ), 


-LM,1.(0).- [Un{Na}n— [U ,Jn{N, Y, 
-LWJ),.V.YV.+[0J.(M,.y.)= (fy (5.168) 
A 


EN nla =ГЕ,2, + „ГАЛ 


EN J, = [已 :]w+ AnCN nAn 


(5.169) 
ТИЈ. = CEs „+ 3.22 
СМЛ. = CE n „МЇ, 
LU nIm = ЫКЫ, LU, Jm = h Tut1, T), ) 
‚ G5.170) 
CW Im = hn[w*]s[A]。。[b]。= haC An 
ANUL {fa} (f) Рт" (5.171) 
[=L cam" С -һмсж 
IE J= | СС ре) ЫС) тд 
| [0] Col 
а КЕ Ж К. 5, 
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[01 EG 


П 


Жк _ [01 
[E,l,= , 1 Eh (5.173): 
[C3 602 | 
ro1 ， ICR: 


[Q*y,= [r 9132 co ros готи |" Gazo 


ГО], = CQC ISi) Jno 
#=0,1,2,+е,г, j= 0,1,25% N (5.175): 


0*=uh, ит, ш®,0*, №, Ni, Ул, M: 


这 里 [0 ] 为 (N+1)(z+1) 的 矩阵 [C]n 为 [C]w 扩 大 的 (Ni) 


Саъ) Е, CClm 由 式 (5.68) 确 定 ; СОЮЛ + 1) (2+1) 
的 和 矩阵。 六 为 整个 边界 六 的 分 段 数 。 
对 于 式 (5.175) 中 的 QX(sy,s;) 可 以 用 配点 法 确定 ， 也 可以. 


利用 式 (5.73) 及 式 (5.74) 确 定 ， 后 者 精确 度 比 前 者 精确 度 高 。 
式 (5.168) 与 边界 条 件 有 关 。 为 了 求解 边界 未 知 量 ， 必 须 在 

式 (5.168) 中 引入 边界 条 件 。 
如 果 扁 这 周边 固定 ， 由 于 边界 条 件 为 4=v=w=0=0， 则 
{ш} = {us n= {ww} = {0}n ={0}, m=1,2,-.,M 

如 果 扁 党 周 边 自由 ,由 于 边界 条 件 为 N.,= М, = И. = М, = 0, 
{Natan = AN, = У, = Man} h}, m=1,2,-. M 

如 果 扁 党 周边 简 支 ， 由 于 边界 条 件 为 u,=u = М,= M.= 0 Wi: 
fu, a= 4ш}, =4М,}, = (M, y. ={0}, m=1,2,-- M 

Ж m= 1 为 固定 边 ，m = 2 为 自由 边 ，m= 85 Ж, m= + 
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为 自由 边 ， 则 
tu, = (u, ={ш}, =4{0}, ={0} 
(N. = (N, = iVn} ={M,}, ={0} 
{ш,}з = {ш} ={Nn}s = {Ma} = 10} 
(N. = (N, = IV, = (M. = 10) 


如 果 在 式 (5.168) 中 引入 边界 条 件 后 ， 则 式 (5.168) 可 变 为 
[ANH{X}={f} (5.176) 

由 上 述 可 知 ， 利 用 式 (5.160) 可 以 建立 扁 壳 样 条 边界 元 法 的 
计算 格式 ， 具 体 做 法 与 薄板 相同 ， 

(1) 无 角 点 的 连续 边界 可 按 图 5.5 处 理 。 

(2) 有 和 角 点 的 边界 可 按 图 5.6 处 理 ， 但 令 T,= 0 ; 也 可 将 角 
点 用 一 个 非常 小 的 贺 弧 来 代替 ， 这 种 做 法 对 沉 体 大 部 分 区 域 的 影 
纺 是 非常 小 的 。 

G) 对 于 混合 边界 问题 可 按 图 5,8 处 理 。 

(4) 域外 样 条 边界 元 法 按 图 5.10 处 理 。 当 P 点 在 域外 时 ， 
C(P)= 0, 

利用 式 (5.176 可 求 出 扁 壳 的 边界 未 知 量 。 


(=) 第 二 种 方法 
利用 式 (5.92) 可 将 式 (5.159) 变 为 下 列 形 式 ， 
(сулы „н, „+ {ш 


+AM.J),(0).- LUIn{ Na} 0,2,4, - 102,4.) 
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+[0).(M.).)+ (0.200) +,2. 0000 
Мыш” СМ 20079-00 no Int Nn 


-CU sIn (NID), - UW AVE), + [ga 


= (f) (5.177) 
式 中 [Wo lins LOolins = CN nolien 利用 式 (5.97) 确 定 。 由 上 
述 可 知 ， 当 U = 0 时 ， 则 式 (5.177) 可 变 为 式 (5.168)， 而 Н. 所 : 
有 记号 相同 。k= 1,2,3,4。 
将 式 (5.166) 及 式 (5.167) 代 入 式 (5.177) 可 得 : 


È (CEt) t +7 Де „+ Йа}, 


-[U,n{A}a = 0,48}, - 4С), 

+292.40),= 47} . (5.178) 
Rip [Pn = PLN Int PIEN Jn 65.179% 

P=N,, No V,, М, Un U, W, 0 (5.180) 


式 (5.178) 与 边界 条 件 有 关 。 如 果 扁 沉 周边 固定 ， 由 于 边界 
条 件 为 4。=4,=w=09=0， 则 


{o}m={b}n={c}a={d}n={0}, т=1,2,++,М (5.181X 
如 果 扁 这 周边 自由 ， 由 于 边界 条 件 为 N,= N,=V,=M,=0, Wk 
{A}n={B}n={C}n={D}n={0}, т=1,2,++,М (5.182) 
如 果 扁 这 周边 简 支 ， 由 于 边界 条 件 为 и, =ш= N.= M.= 0, MW 
(b), = (cl. = (AY. = (D), = (0), т=1,2,++,М (5.183» 
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如 果 m= 1 为 固定 边 ，m= 2 为 自由 边 ，m= 8 为 简 支 边 ，m= 4 
为 自由 边 ， 则 
{в}, ={5}, = {с},={4},=540} } 
{4}:={B}, = (C), =(D), = (0) 
(b), = (c), = {A}s = (Dy, = (0) 
{A},={B},={C},={D}=1{0} 
如 果 在 式 (5.178) 中 引入 边界 条 件 后 ， 则 式 (5.178) 可 变 为 


САНЯ р-у) | (5:185) 
利用 式 (5.185) 求 出 {а}, {6}. +, {Dhn 后 ， 即 可 利用 式 
《5.166) 求 出 扁 壳 的 边界 未 知 量 。 | 
WRR УСЫ ЖЕРЕ ӘР 
So LS LS LLS; 
Si=So+ih, = 51—59 = S/N 


刻 式 (5.178) 可 写成 下 列 形 式 ， 


(5.184) 


(W,J(a) +L ÑN,M0)+ CFIe}+ [NI{d)} 
j -CO HA- СО ИВр- HC) 


+2000} =47} . (5.186) 
式 中 {F}=[W, Е, F, ra Wx)" 
F=a,b,c,d, A,B,C,D š 
W =и,, и, ш, 0, Naos N,, V,, M. 
式 (5.186 ) 为 M = 1 情况 下 的 式 (5.178)。 式 (5.186) 可 变 为 
下 列 形式 : 
CHHX:}-CKHX2}=4f} (5.187) 
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Ah IX iy=[(a)” {b}" (cjr {dj7]7 
4Х.}= А} {B} {С} {DFF 


= АР АЭ А АРӘТ" (5.188 


{fe} = СР. Со) РС) falsa) +” Fals)" 


CHJ- [EN CN, Ёл c] 


(5.189) 
ска [cð] cz сй -091], 

其 中 。 [I=EPJCNJ+CPICN'I (5.190 
P=N,, №,, W, 0 
CN]J=[B][Q]，CN']=[B'][9Q] (5.191) 
[QJ= diag([Lg], СГ2, CAD (5.192) 


式 中 [17] 为 (N - 1)(N -1) 的 单位 矩阵 ，[g] 及 [h] 由 第 一 章 式 
《1.21) 确 定 ; [BJ] 及 [8 人] 分 别 由 第 三 章 的 式 (3.69) 及 Ж (3.70). 
确定 ， 只 要 令 z= NRT: [PJ] 由 式 (5.169) 及 式 (5.170) 确 定 、 
REKRAI МИНИЋ T: TPs] 由 下 列 公式 确定 


сРа]=[сР.27 ГР, ГР. -(Р,И] a199 


式 中 CLP,], 由 式 (5。97) 确 定 ， 只 要 将 式 中 的 下 标 四 删 去 就 行 了 ， 
即 


[Pije=AEP8(sjysiD)]Jo[AJ k=1,2,3,4 (5.194> 


式 中 P =N, Мы, s Wos б, 
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[ Pressid], 


‚РЇ1(з„,5) 0 ++ 0 —PI(Sa sss) 


P£(s i sa) 0 % 0 = Р(5:›5к) (5.195) 


ЖЕ | 


‚ Р1(з»›5ь) e 0 —Pi(syssw) NIONDO 


© 


其 中 Р = Net, Nin "s шї, 6 | 
由 上 述 可 知 ， 式 (5.189) 可 变 为 下 列 形 式 ， 


CH]=[H:]+CN*ICH:]+ CNH] | 


; (5.196) 
ЇК]=Ш*51ЕН,1+ ГО НЛ 


Xp [H,)= diag([N], LN], CNI CND. ， 
А г ` (5.197) 


. [HJ= ав, CN’, LN’, СМ. 


СЛ] = АСАЈСВЈСОЈ, CN’I=AAICBICOD (5.198) 
[A]=diag(As, Ai, Aas +, А) ` (5.199) 


mstM1 ~n, EM] С02 021) 


n[MJ n[MJC03JCL01) 
{Н,]= : Е (5.200) 
| [0 [0] М2 0]; 


£o] [01 [9] EM] 
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LENG Je УЛ» CV М2, 
уыл, САТ, ТУЛ, [Mt] 


[М 1= | (5.201) 
үе СМ 37. ЗЛ, “Mail 
[М 1, СМ 3, LVS -CM ) 
TMJ=[CICNI (5.202) 
[Cj=diag(co, Cis сг, +*, су) Š (5.203) 
[ut,J, [ut,), [wt] - 103, 
Сия, 7. [ut,J, [ш], – [03]. 
ТО ]= (5.204) 
| [auxs]。 [13], [ws]。 一 [43]。 
Eu, ut [wt] —-[011,, 


T Ne] 及 [U*] 的 形式 分 别 与 式 (5.201) 及 式 (5.204) 相 同 ， 只 相去 
掉 下 标 0 就 是 LN*] 及 [U*] 的 计算 格式 了 。[P?] 及 CP?]。 中 的 


了 PE(sys3:) 可 以 利用 式 (5.73) 所 示 的 积分 式 进行 计算 ， 也 可 用 配 


点 法 进行 计算 。 式 (5:188) 也 可 以 用 式 (5.39) 确 定 。 由 式 (5.39) 
可 得 ， ; 


4f}=[ČJ {Ut} + LUIN'} -CN*I}US} (5.205) 
式 中 [CJ]=diag([C], ГС), ECJ, LCJ) 6.206) 


{Ui} =[{ч°}7 {u°} {ш°}7 40°} 
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гш} эм} 


[А1{и?} #4; 
{U2}= [N°}= (5.207) 
ГАУ} САИ?) 
~ [A3(0°) “AME}; 


式 (5.188) 也 可 用 式 (5.32) 确 定 。 由 式 (5.32) 可 得 : 


(f) =CGEA Ha} - СЕТАМ) (5.208) 


式 中 ГС ]=СС1(»0)1 | 


= 0,1,2," (5,209) 


СЕФ]= СЕ (5у,5)1 ) 
49} = (9, 4. q, +” ак] 
4а'}= 9; gf 9: =e 917 
43 =9(8;), ч, =g (5;) ј= 0,1,2, 
引入 边界 条 件 后 ， 式 (5.187) 可 变 为 下 列 形式 ， 
LAJ(XY= (fy (5.210) 


利用 式 (5.210) 求 出 {天 } 后 ， 即 可 利用 式 (5.211) 求 出 边界 未知 
量 : ç 
{W} =CBILQHF} (5.211) 


式 中 {И} = 07, W, W. kapi Wl” 
(三 ) 第 三 种 方法 
如 果 将 边界 矿 。 分 为 NN 等 分 ， 则 
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W(s)= О) (5.212) 


ФИЖИ, W = W (si), К (5.21206 АЗ (5.161) 
可 得 ; 


MPD [( fi ss Ps ti)aT) Ns) 
a (fp 07. Poss ps) dT ) Nss) 
+ (fp ч,о саг) о 
- (Је, „Фаг )M,GoO 
- (fp NE PDA Adr Junts) 
- (fp NE Pohar зә 
- (J tP. dr шз) 


+ (| M (P,,s)y%CG)ar )есзо)] 


k=1,2,3,4 (5.213) 
将 式 (5.213) 代 入 式 (5.159) 可 得 ， ‹ А 


É (кулды СИ, 


+ [Ma],{0}n— [U J IN, - [U JT N,Y, 


„+ „М„Ы) = f) (5.214) 
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其 中 


引入 边界 条 件 后 ， 式 (5.214) 可 以 变 为 下 列 形式 ， 


„= LE Jnt+ LN?:], 
EN, Jn=CE:]n+ (NJ 

[Va J. = [E,J,,+ [ V 21, 
[M,3,, =L E.1,.,- СМ), 


CU „Jn = [ш], [U ,Jn = 41, 


LW ),, = [Cw*], [0J, = [0*J3, 


[P。=[[P35 РЇ (Pi РЇ] 


P*=N:, Nt, ++, ш", 0* 


Р} = fe. Pt(sjys)gi(s)dCs) 


[4J{X}= if; 


(四 ) 第 四 种 方法 


如 果 将 边界 六 ,分 为 NN» 等 分 ， 则 


W (5) =[g@s.(s)J[Q1, (W y, 


将 式 (5.218) 代 入 式 (5.161) 可 得 ; 


(&.215) 


(5.216) 


т 


(5.217) 


(5.218) 


П.Р, з) = (| Pips ODAT )tQ1 (N, 


+ (| ati CP. әгә, OAT EON.) 


+ (|p PEP Epa Idr NEIN ntn 
- (fp 9E Po dp Id TJE IiM atn 
- (fp NE Paps (9 Idr) Indttnin 


- (fp NE P, ot, (lar ratu), 


(г/т. СР, оя сәззаг)уго1ш=у„ 


| 
+ (fp Mia PDEs Idr JEI 


k=1,2,3,4 (5.219) 


式 中 [Qh] 
[BJ 由 第 一 章 式 (1.130) 确 定 。 将 式 (5.219) 代 入 式 (5.159》 
可 得 ， 


ў (омаи, Саа СИ 2 
+ CM nInt n- [U NAN ATU ANY, 
-WIAD nhat [Oa{ Ms} ) = tf) (5.220) 


式 中 [LV。]。，[NV,]。，…，[ 了 于]。 及 [0]w 的 形式 与 式 (5.215) 及 式 
(5.216) 相 同 ， 但 这 时 


ведь Р;6з,з)Сез (9dr JEO (5.221) 


式 (5.221) 可 利用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 
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(五 ) 第 五 种 方法 


R 球 (s)= [pse][Q]n{ 天 }。 (5.222) 
式 中 F=a, b, c, d, A, B, C, D 


{Fn [W 6 F, Fa < Е, Wala 


W =и,, u, ш, 0, Nns Ns У» M, 


则 {W}n= СМЕ}, (5.223) 
式 中 LNJ, = [CB] 
[QJ),=diag([g1, [I], [AD (5.224) 


其 中 [7 为 (z- 1)(z- DRAE, 2= М; [9] 及 [和 由 第 三 
章 式 (3.127) 确 定 ; [3]。 由 第 一 章 式 (1.130) 确 定 。 将 式 (5.222) 
代入 式 (5.159) 可 得 ， 


X (оуан + [N aby. + [V Ас, 


+ Msfdjn-[Usnf4js- CU, B), 
-IW IAC ha LOID} )=if (225) 


RHEN aJa СМ,2, ++, СИ 2,801 的 形式 与 式 (5.215) 及 式 
《5.216) 相 同 ， 而 且 利用 式 (5.221) 确 定 [N ,),,, СУ, Ја, 
Ї#1„ 及 [0Jsn， 但 [QJn 必 须 由 式 (5.224) 确 定 。 利 用 式 (5.225》 
ярка}, {6}m,…,{c}m 及 {DD}m, 但 注意 引入 边界 条 件 。 

` 当 边界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 (5.25) 即 可 求 出 域内 任 一 点 P 
移 位 移 值 。u、v 及 ww 对 域内 任 一 点 P 的 偏 导数 为 
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Qu(P)= Уд] Р») + Of (P) 
>= 

ao(P) = olsnc Py,si) + Əf (Р) (5.226) 
т 1 ` 


bzu(P) = $0 ПСР, + fa (P) 


式 中 3F 及 652 分别 表示 对 PP 点 求 一 阶 导 数 及 二 阶 导数 ， 即 


sy Ou ди у ÒU до 
= ох, oy 905 ¿x ду 

(5.227> 
адзш № дш òw 


ox?’ ду?’ охду 


利用 式 (5.226) 确定 式 (5.227) 后 ， 即 可 利用 式 (5.4) R 
(5.5) 求 出 扁 壳 的 内 力 值 。 


$5.5 ”中 厚 板 的 样 条 边界 元 法 


胡 海 昌 巧妙 地 引入 两 个 位 移 函 数 ЕЮ f ， 将 Reissner 型 板 
问题 归结 为 两 个 独立 的 微分 方程 C!* 2 
у*Е=9/р } 
561-0) Dy*f-Cf=0 
及 相应 的 边界 条 件 ， 为 求解 Reissaer 型 板 开拓 了 一 个 新 的 途 
径 。 Е 
在 上 述 基础 上 可 以 建立 儿 种 边界 积分 方程 。 例 如 ，( 1 ) 利 
用 功 的 互 等 定理 建立 的 边界 积分 方程 ，( 2 ) 利用 虚 功 原理 建立 
的 边界 积分 方程 ，( 3 ) 利用 变 分 原理 或 加 权 残 数 法 建立 的 边界 
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(5.228) 


积分 方程 。 本 节 只 介绍 第 一 种 边界 积分 方程 :'' 。 
( 一 ) 边界 积分 
对 于 等 厚度 的 各 向 同性 板 ， 内 力 与 位 移 有 下 列 关系 ， 
M, = 002% pde) 


Ні 
sedye CARITANE 52 
Mn: z u) D + Эн ) | (5.229) 
Е дш 
Oa -*.) j 


Җир ш БЕ, v, 及 Ф, DAA 8 n RH ER t 05 56 fü 
《图 5.11 ) ; C 及 万 分 别 为 板 的 剪 切 刚度 及 弯曲 刚度 ，Q。，M。 
ЕМ, 分 别 为 前 力 ， 弯 矩 及 扭矩 。 


85.1 
由 功 的 互 等 定理 可 知 : 


Í. [Qi - Mt, + М, dT 
+Í (тер, +тї^,+а* шуа) 
о 
= f Onet -Mat маг 
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+| Ст +т,Ф1+аш*у40 


式 中 u*=F*-Dvç2F*/CN 
„ӘР? af” 
48 Ən + ot 
ИСЕ 
i ot on | 
F* 及 f* 分别 满 足下 列 微 分 方程 ， 


Dy'F*=6(P,Q) 

+O руту? -Cf*=6(P,Q) 
由 式 (5.232) RIN (5,233) 可 得 ， 

F* = 


Ды Tos А 
gaD rèinr | 


*- Ë KG 
f* = 2лб | (r) 


(5.230) 


(5.231) 


(5.232) 


(5.233) 


(5.234) 


At r H PARO пв, К, ЖИН ЛЕН IERA 


数 。 


如 果 m,=m,= 0, т =т= 0, q*=ó(P,Q) 


С 5.230) 可 得 ， 


则 由 式 


с‹Руш(Ру= | E wQn- ,Mat М, Ош 


+ М2, М Ф. Jd + f (P) (5.235) 


如 果 m,=m,=q*=mt= 0, тї= ó ( P,Q) 


(5.230) 可 得 ， 


则 由 式 


CPP) =f гш Qo sa M+ bts Mni -Ош 
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+Mz:,%,-M: i 6 Лаг +f ,(P) (5.236) 


式 中 СОР) 为 奇 性 系数 ， 由 式 (5.24) АЖ. 
将 式 (5.235 ) 及 式 (5.236 ) 代入 式 (5.229) 第 三 式 可 得 * 


CCP)Q(P) =f, Со, -Hia Ms + Mn +E M ne 


= Q;;,u + М, - МЎ, 5, Лаг + f (P) 


(5.237) 
式 中 
шр С(шў-шр), et, =С(1,-41,) | 
t = С, Yt), О. = СОО, -01,) „05.238 
| 
Mz,=C(Mt,-Mt),Mt, = ССМ, Ма) 
0%=ә0%/ӘтР) \ 
(5.239) 


Ut= wł, ¿o Ч, Qh, М, Mtas J 


f. (P) =f, q(Q)wt(P,Q)dQ(Q), k=1,2,3 (5.240) 


Ut 及 Ut 只 与 F* 有 关 ， 在 它们 的 表达 式 中 ， 户 = 0， 
[只 与 f* 有 关 ， 在 它们 的 表达 式 中 ，F* = 05 ut. l, vt k 
ш, Чт, /由 式 (5.231) ЖЖ, Mtis Mia. О KM:,. 
Mt... Qta 由 式 《5.229 ) 决定 。 式 《5.240 ) 可 以 化 为 边界 积 
2, Ut 的 具体 形式 见 本 意 附录 。 
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边界 条 件 为 
ш=ю, yo= wy % =V, on Г, 


шеш, M.=M, S7 onr, 
Q,=Q,, M,.=M,, M,,=M,, оп Г, 
式 中 Г, Жар, Г, дазор, Г. жан. 


(=) 样 条 边界 元 法 
如 果 将 整个 边界 三 分 为 (图 5.5， 图 5.6 ) 。 则 有 


С‹Р,) (РЬ) = Ў PoS) +f Pa) kh=1,2,3 
m=1 
(5.241) 


式 中 u =u, us=%, 1s=Q, 

利用 式 (5.241) 可 以 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 ， 有 具 体 
煞 法 有 五 种 方法 ， 本 节 只 介绍 第 五 种 方法 。 

如 果 边 界 未知 量 用 三 次 B 样 条 函数 逼近 ， 则 


ws) =[ф,5,1[О1„{а}„Һ 
%,(s) = Сз, 3201,46), 
%,(s) = Фа, [ QJ), (ch; | (5.242) 
Q,(s) =[g, .QI (Ay, 
Mu(s)=[pse][Q]s{B}。 
af)=[pase][Q]。{C}j。 : 

由 此 可 得 
Wy, = [NJ,4F),, ` (5.243) 

式 中 W=w, Ф„, es О, Mns М„, 

š ` F=a, b, c, A; В, С 


将 式 (5.242 ) 代入 式 (5.241) 可 得 ， 


\ 
| 
! 
| 
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式 中 


其 中 


Ж сто Intatn +M, в + Ment} 
m=1 


+07, A A + {В} +U ACI. ={f} (5.244) 
[Qs] = [En +[Q:1, ` 


LM ,ln = CEs" - СМХ) (5.2450) 
LM, l. = [Mi J, 


DV), = CEs -W *1, 


„=н CAISE i + 652450) 


ГЕ „={ (Сют гој" [ojr]r 
[ECCO] (EIT [01717 |(5.245c) 
[ECCO [Col (їсТ1Т| 
Ш*„= р UT CU CUS] (5.245d) 
U*=u*, ú, “j О Mt, МЕ, 


CU Jn = t| URs DEPITE (5.2450) 


在 上 述 各 式 中 ，[5B]， 及 ГОЈ, 分 别 由 第 一 章 式 (1.130 ) 及 


式 (5.224 ) 确定 ; LOJA C N + 1 ) Cz- 1 ) BJ gi pe CCE 
为 [CC]。 扩 大 的 (YY+1l)(z+l) 的 矩阵 ，[C],。 由 式 (5.68) 
确定 ; [D0 条, 为 (N+ 1) (z+ 1 у) RER NAYERI 
的 分 段 数 ,> = Wu。，Y ,为 边界 六 ,的 分 段 数 ， 见 图 5.5 及 图 5.6。 


A (5.244) 与 边界 条 件 有 关 。 如 果 板 整个 边界 为 固定 边 。 


由 于 边界 条 件 为 w= =, = 0, Wi 
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{а}, ={b}n ={c}n={0} m=1, 9, =, M 
如 果 板 整个 边界 Горн, ША И О, = M. = 
M.:=0， 则 
{А}. = By, ={C}, ={0} m= 1, 2, 3, "М 
如 果 板 整个 边界 厂 为 简 支 边 ， 由 于 边界 条 件 为 o=, =Ma 
= 0， 则 
{а}, = {с}, = {В}, ={0} m=1, 2, =, М 
如 果 m= 工 为 固定 边 ，m= 2 为 自由 边 ，m= 3 为 简 支 边 ， 
m= 4 为 自由 边 ， 则 
{а}, = {6}, = {с}. ={0} 
{4}: =48}, = {С}. = {0} 
(a) = {с}. = {В}. = {0} 
iA} =4В}, = 4С}, = {0} 
如 果 在 式 (5.244 ) 中 引入 边界 条 件 后 ， 则 式 〈5.244 ) 便 变 
为 
[AJ {X}={f} (5.246) 
利用 式 (5.246 ) RH {а}„, (bh. o {Chno BME AAA 
《5.243) 求 出 边界 未 知 量 。 当 边界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 (5.235》 
及 式 (5.236) 即 可 求 出 区 域内 任 一 点 P 的 位 移 值 。 当 位 移 值 确 位 
H. AMR ( 5.229 ) 即 可 求 出 Reissner 型 板 的 内 力 值 


(=) 角 点 支撑 的 中 厚 板 
如 果 中 厚 板 只 有 角 点 支 返 ( 图 5.9 ) ， 则 式 《5.241 ) WEA 
CCP)w(P) = | E -Qi (P,Q)w Qo) 


+M: (P,Q,)#,(Q,) 
-M:,⁄,(P,Q,)2,(Q.)JdI"(Q,) 
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+T,(P)+ f,(P) (5.247) 
式 中 T,(P)=Y ` uwt(PAOF0A,) 
人 


其 中 FAD 为 角 点 的 支 座 反 力 ，1= 1 ，2 ，…， 工 。 
( 四 ) 域外 奇 点 的 样 条 边界 元 法 
对 于 中 厚 板 ， 域 外 奇 点 的 样 条 边界 元 法 可 按 图 5.10 处 理 。 因 
为 当 P 点 在 域外 时 ，C(P) = 0 ， 因 此 ， 域 外 奇 点 样 条 边界 元 法 


计算 格式 与 式 C 5.244) 相同 ， 只 是 СОР) = 0 。 注 意 PA fE ë 
边界 三" 上。 


8$ 5.6 开 孔 板 亮 的 样 条 边界 元 法 


在 实际 板 沉 中 ， 经 常 遇 到 开 孔 问题 。 因 此 ， 研 究 开 孔 板 过 的 
计算 方法 是 一 个 很 有 意义 的 课题 。 本 池 介绍 开 孔 板 壳 的 样 条 边界 
元 法 。 

(一 ) 开 孔 板 的 样 条 边界 元 法 

图 5.12 是 一 个 开 孔 薄板 ， 边 界 包 括 边界 六 ,及 内 洞 边界 三: 。 
开 孔 洲 板 的 边界 积分 方程 仍然 用 式 (5.40) 一 式 (5.42), (Bp 
RT 包括 边界 矿 ,及 内 洞 边界 厂 ,， 即 Г=Г,+Г,, 

如 果 将 外 边界 分 为 M :个 区 域 ， 将 内 洞 边界 分 为 M ,个 区 域 ， 
而 且 将 每 个 区 域 分 为 N. 等 分 (图 5.13 ) ， 则 式 (5.40 ) ~ 
C5.42) 可 变 为 


M 
C(P.)u,(P.a) = > П,„(Ра,5,)+Т,+ў, (5.248) 


ЖИР u=w, u,=0, u=%; M=M,+M3; k=1, 2, 3; 
Haa Possi), T, K f, zy B| h È C556), RIDER 
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<5.57 ) 确定 。 
如 果 用 三 次 B 样 条 函数 表示 边界 未 知 量 ， 见 式 (5.99) RA 
< 5.115), WHA (5.248) 可 以 建立 开 孔 薄板 样 条 边界 元 法 的 


Fe к ыш S 
| КУУ, & J 
К pi k t<. / 
4 
= N / 
195.12 095.13 


计算 格式 ， 形 式 与 8 5.3 的 形式 相同 。 因 此 。 本 节 开 孔 薄 板 可 以 
直接 采用 85.3 的 计算 格式 。 ан 可 以 直接 采用 
$ 5.5 的 计算 格式 。 

域外 奇 点 样 条 边界 元 法 
的 计算 格式 也 与 83 5.3 的 JÉ 
式 相同 ， 但 对 外 边界 的 奇 点 
向 域外 移 ，?, > 1 ; 对 内 边 
界 的 奇 点 往 洞 内 移 ，y:< 1 
(图 5.14)。 一 般 v lk 1.10 


773.50, У.й0.70~0.90. 


《二 ) 开 孔 扁 党 的 样 条 边界 元 法 
如 果 将 外 边界 分 为 M :个 区 域 ， 将 内 洞 边界 分 为 M :个 区 域 ， 
而 且 每 个 区 域 分 为 W。 等 分 (图 5.13) ， 则 式 (5.25 ) 及 式 
(5.26) 可 变 成 式 (5.160 ) 的 形式 ， 式 中 M =M + M.., Hk 
可 知 ， 本 节 开 孔 扁 壳 可 以 直接 采用 Š 5.4 的 计算 格式 。 域 外 奇 点 
样 条 边界 元 法 按 图 5,14 处 理 ， 这 时 8 5.14 的 计算 格式 。 域 外 奇 点 
样 条 边界 元 法 按 图 5.14 处 理 , 这 时 $ 5.4 中 各 式 的 C(P) 都 为 零 。 
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利用 上 述 方法 可 求 出 开 孔 局 壳 的 内 力 ， 即 N4、 和 NG、 和 
М, Mis М VRVI 。 它 们 可 以 用 下 列 形式 表示 : 


Fe F+ F ‹ 5.249) 


式 中 F? {жЕ 0 5 了 代表 同一 个 不 开 孔 的 扁 光 在 同 
样 荷载 及 边界 条 件 下 的 内 力 ; F 是 由 于 孔洞 存在 而 引起 的 附加 内 
力 ， 它 代表 壳 体 孔洞 附近 的 应 力 集中 现象 。 
实验 和 计算 结果 表明 ， 壳 体 孔 洞 附近 的 应 力 集中 具有 局 部 性 
质 ， 它 离开 孔洞 而 迅速 衰减 。 由 此 可 知 ， 瓦 都 是 坐标 的 快速 误 
减 国 数 。 如 果 壳 体 孔 边 离开 过 体 边界 较 远 〈 例如 ， 超 过 孔洞 最 大 
尺寸 的 四 倍 ) ， 则 孔洞 应 力 集中 对 边界 的 干扰 可 以 忽略 不 计 。 因 
此 ， 这 种 情况 相当 于 无 限 扁 光 开 孔 问 题 。 
HT FR F ЕН ТАВ Ор PL 28 F Fñ E ARTEI Ж 
体 基 本 微分 方程 组 ， 因 此 ， 由 式 (5.249) 可 知 ， 为 了 求 m F, 
我 们 由 式 (5.1) 可 以 导出 下 列 齐 次 微分 方程 组 ， 
Г.(и,о,ш) = 0 P 
L,(u,u,u) = 0 (5.250) 
Li(u,v,w)= 0 


由 上 述 可 知 ， 求 解 F 的 问题 可 归结 为 在 一 定 边 界 条 件 下 求解 
A (5.250) 所 示 微 分 方程 组 的 问题 。 这 些 边 界 条 件 就 是 无 限 扁 
过 的 孔洞 边界 条 件 及 无 限 远 处 边界 条 件 。 

壳 体 无 限 远 处 的 边界 条 件 就 是 离开 孔 边 足够 远 处 的 壳 体 这 部 
分 区 域 的 条 件 ( 图 5.15 ) 。 根 据 孔 洞 附近 应 力 集中 的 局 部 性 质 
在 离开 孔 边 足够 远 处 ， 由 于 孔洞 存在 引起 的 附加 内 力 及 位 移 都 为 
零 。 因 此 ， 沉 体 无 限 远 处 的 边界 条 件 都 为 零 。 

在 孔 边 上 ， 可 以 给 定 各 种 边界 条 件 ， 例 如 ， 内 力 边 界 条 件 ; 
位 移 边界 条 件 ; 混合 边界 条 件 。 对 于 内 力 边界 条 件 ， 可 以 写成 下 
WER: 
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Na Ns N,,=q, - №, 
А ~ (5.251) 
V.,=q.-V,, M,=q.-M, 


式 中 q, аз, 99, 是 沿 孔 边 作用 的 外 力 ; М„, +, M. Ж 
沉 体 无 孔洞 时 内 力 。 

虽然 可 以 从 式 〈5.250 ) 出 发 求解 壳 体 孔洞 附近 的 应 力 集 中 
问题 ， 但 这 不 是 经 济 有 效 的 方法 。 如 果 利用 样 条 边界 元 法 求解 过 
体 孔洞 附近 的 应 力 集中 间 题 ， 则 效果 很 好 。 


《三 ) 壳 体 孔洞 应 力 集中 的 样 条 边界 元 法 


这 体 孔 洞 应 力 集中 问题 是 一 个 很 有 意义 的 研究 课题 ， 虽 然 有 
限 元 法 可 以 解决 这 个 问题 ， 但 它 解 这 个 问题 时 也 不 是 一 个 经 济 有 
效 的 方法 。 如 果 采 用 样 条 边界 元 法 解 这 个 问题 ， 则 效果 比 有 限 元 
法 好 得 多 ， 计 算 简 便 ， 精 度 高 ， 而 且 可 以 用 微机 或 小 机 解 题 。 央 
此 ， 本 节 介绍 样 条 边界 元 法 求解 光 体 孔洞 附近 的 应 力 集中 问题 。 

由 于 亮 体 应 力 集中 具有 局 部 性 质 ， 因 此 可 以 按 开 孔 无 限 扁 党 
计算 党 体 孔 洞 附近 的 应 力 集中 问题 。 由 式 〈《5.25 ) 及 式 (5.26 ) 
可 得 ， 


СРР) =}. Сиз, СР,з) Мз) + ш1,(Р,з) N (s) 
+uk(P,s)V,(s) — 091(P,s)M,(s) 
= Nt, (P,s)u,Gs) — Nt,CP, s) u, (5) 
= VY I,CP,s) ш(5) +M: ,(P,s)0(s)] dI (s) 


k=1, 2, 3, 4 (5.252) 
式 中 P =I +I, Г. ЖТ, ГА S, Ж] 


226 


JI] Җ C 5.252 ) 可 以 导出 不 同 的 求解 壳 体 应 力 集中 问题 的 方法 。 
如 果 P 点 在 党 体 边界 厂 上 ， 而 且 孔 边 条 件 为 式 (5.251), W 
式 (5.252 ) 便 变 为 
CPO ui Pe) = -| ENE Pos) (з) 


+Nt:, (Po,s) u,(s) – УФ,(Р»,5)ш(5) 


M: CP,.,s)0(s)JdI CS) + f,C P.) 
(5.253) 


式 中 PaPa) | Ши СР, з) (з) +uti(P,s)N,( 
+ we(Po,s)V,(s) 


—-01(P,.,s)M,(s)JdT (s) (5.254) 


如 果 忆 点 在 孔洞 内 ， 则 ССР) = 0, ， 因 此 式 (5.252 ) 便 变 
为 下 列 形 式 ， 

-П,(Р,з) + ],(Р)= 0 (5.255) 
式 中 H.CP,s) 及 fi(P) 可 以 分 别 利用 式 (5.253 ) 右边 的 积 
分 项 及 式 C 5.254) 确定 ， 只 要 将 PYHP RIT. 

A (5.253 ) RIA (5.255) 是 党 体 孔洞 应 力 集中 问题 的 边界 
积分 方程 ， 利 用 它们 可 以 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 ， 具体 
做 法 与 35.4 相同 。 利 用 
式 (5.255 ) 建立 的 是 域 
外 奇 点 样 条 边界 元 法 的 计 
算 格式 ， 这 种 计算 格式 可 
以 完全 避免 奇异 积分 。 | 

上 述 建立 的 样 条 边界 元 | 
法 是 直接 法 ， 还 可 以 建立 过 
体 孔 洞 应 力 集中 问题 的 样 条 


边界 元 间接 法 。 


85.7 局 壳 的 基本 解 


扁 壳 的 基本 解 是 一 个 需要 研究 的 重要 课题 。 目 前 采用 下 列 两 
种 方法 求解 扁 壳 的 基本 解 〈 1 ) 三 角 数 级 数 法 O, Ç 2 》 
平面 波 分 解法 5 和 4。 
如 果 扁 壳 的 基本 解 为 
uf= D, F, ət=D, F, ш?ї= Di, F, 
i=1, 2, 3 (5.256) 
则 式 (5.1) PARRI ЗЕЕ 7) Pa ЕЛЕ 7) 
у%Е+(Еа/0)уіЕ = -ô(x-é, y -n)/D (5,257) 


式 中 Va=ViV’, у*=у*у'!, у= үүх 


vF = LEa (5.258) 
ve 

+2 ukiks +3) 2+ (1 +u) kida 
вда буе 

-ki-ki )? га 
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дз 
D, |= Ds, = (hi + pka) öx? + 2+ 


д? 
Thal -goni 


-d а зии ааг 
Das a -у о 9109 


2 Da 
асан ё? + СА + шь А -Sr 


à?’ 
D,s=Ds,= („+ ИВ.) Dy” 


05 
дх?оу 

Dss = V * (5.259) 
其 中 d 是 扁 壳 的 厚度 。 

F 是 式 (5.257 ) 的 解 ， 它 可 以 利用 三 角 级 数 法 或 平面 波 分 
解法 求 出 来 。 当 F 确定 后 ， 扁 壳 的 基本 解 利用 式 〈5.256 ) R A 
BARZ. Hut of K wth Ж, HAR (5.4) 至 式 (5.11 ) 有 
关公 式 ， 即 可 确定 ut, ut, 02, es Miro 


( — ES E ж? 


BJ Аж EE 063 Ж ЖЕШ ЖН ЫЛАН Б AE ET USE A PGA Bi 
支 的 双 曲 扁 壳 的 格林 函数 ， 因 此 ， 式 〈5.257 y 的 解 可 以 采用 下 
列 形式 ， 7 


+[(2+ юй, + А0] 


LA M 
Е‹Р,О) = У] X A,sssinu,£sinu,nsinu,xsinu,y 
m=1 n=1 


(5.260) 
式 中 Amn= 4 /(abDT,.,) (5.261) 


T..= (Hå +p?) +(Ed/D)(kauà+ kiu)? (5.262) 
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Hm = mz /a, Hn = nz /b 
在 一 般 情 况 ， 式 (5.260 ) 只 取 前 面 少数 几 项 就 行 了 。 在 实 
际 中 ， 式 (5.260 ) 到 m=n= 1 就 得 满意 的 解 。 这 种 基本 解 只 运 
合 双 邮 遍 党 ， 对 于 任意 形状 的 凯 沉 ， 可 以 利用 平面 波 分 解法 确定 
F š в i 


( 二 Фак 


2m 
如 果 设 Рр) = | Feed (5.263) 
А 
2т 
9) = | р7*%4д/4л* (5.264) 
ç 
D = (x-—Ë)cos0 + (u —n)Sin0 (5.265) 


式 中 (ecosb,sing ) 为 单位 圆周 上 任 一 点 的 坐标 。 
将 式 (5.263 )、 式 《5.264 ) 及 式 (5.265) 代 入 式 (5.257 ) 
al fiha 


в ry 
+ +e dE = -p-2/4rD (5.266 ) 


式 中 є? = 4А =12(1 —-и*®) (&;,cos0+ hysin0)/t* (5.267) 
其 中 t AmE, е 是 扁 帝 分 析 中 的 一 个 小 参数 。 
如 果 设 式 (5.266 ) 的 解 为 


Fco) = PEI (5.268) 
对 于 无 限 大 扁 壳 ， 利 用 小 参数 法 可 得 ， 
Бо) = | es DOTA ™? Саде | 
-К(4т+ 2)+r)/(4m+ 9 )1 
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л S фе n- "Ж am 216 
+2, < "(Т АЮ) "Ат ]/ з= Ар 
(5.269) 


i 
式 中 Кат+а)=К()=}1( l), r=0.57721 (5.270) 
n=1 


将 式 (5.269 ) 代入 式 (5.263 ) 可 得 F(p); KFORA 


A (5.256) 便 得 
КУ... „5... 
и = utdg vr=| vtdg | 
| A 


2r (5.271) 
“?= | ш?40 i=1, 2, 8 | 


式 中 — ut=C, Feo, vt= C EC), G@t= Ca Fep) 
(5.272) 


К ы 2 _.: а* 
Суз =т= (cos tT sin 


+[Е}(1 + 51020) +205, (А,с0520 + kisin*0) 


+ 05:9]. 


Р ; lt thi ds 
Cis=Cs1 = 1-и 1975120905006 
а 


Н 
— (k, —Ё,)*$1п@ cosh. Тр? 


С, = Сз, = [ А,с050(1 + ѕіп?0) + псоѕӣ(А,соѕ?0 


+kisin?0 ) 一 Rscosgsin2g ] - э 
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Ca = = 2 cos? + sin20) 


d° 
- 12 ANAL 二 dp® 


2 
+[&(1+ соз*ёу+2ий, (hacos*0 + kisin?0)] -$> 
C.,s=Cs, = [kasing (1 + cos20) + usin0(k,cos20 
3 
+Risin20) 一 Ri cos20sin@0 rir 


di y 
Gus 0 (5.273) 


ЕЮ) ES IRS з 
л 


Ё(ру=| shaosin2pln 1/7 дю | + F сћлрсоздр 


-DC-1)" VD Аю)4"*®*( К({т+ 8) 
т=] 
+o /‹ 4m+ 2 )| | зер (5.274) 


或 Fco)=(Atotln | р | —sh4osin2oln | VT д0 | 
- + chåpcosåp ) /32z216D (5.275) 


(三 ) 直 接 法 


这 个 方法 是 利用 三 角 级 数 法 直接 由 式 〈5.1 ) 求 基本 解 的 方 
法 ， 实 际 上 是 三 角 级 数 法 。 
如 果 遍 过 只 受 x 方向 的 单位 集中 力 ， 则 式 〈 5.1 ) 便 变 为 


Laut, ot, ш?) = -ô(P,Q)/B 
L, (ut, vf, wt)=0, L,C ut, ot, wt)=0 (5.276) 
对 于 四 边 简 支 扁 党 ， 由 上 式 可 得 
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式 中 


这 里 


M M 
nm ecin mm posin ma пл 
В„„соѕ — sin 一 一 1 S10 ———ХС05—,—у 
É É B..cos "Z sin "Ensin cost 


wi(P,Q) 
= у тл... n . тт. пл 
= Ra 5 С„„с05 275512 -p "sing zsin-, Y 
(5.277) 
A = Те Т.Т, 
=» abB A , 
B 24 T.T.-T,.T, 
” abB Ду =a 
= 4 TIT TT ' 
Can =-%В A (5.278) 
A=T,T,T + 2T,T,T,-T T, i —- T T T, 
-T,T,T, (5.279) 
T, = A ир, тнр, 


T, =(hituh;)n,o 


Т. = (В, + Hh) un 


та T, =uż+ u? 


e = +k? + 24k, ks iTi 
Ha = mx /a , и, = nz /b 
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如 果 遍 党 只 受 у 方向 的 单位 集中 力 ， 则 式 〈5.I ) 便 变 为 
L,(ut, 0%, ws)=0 
Ly (ut, ot, ше) = -ó(P,Q)/B 
L, (ut, 0%, w1)= 0 . (5.280 > 


对 于 四 边 简 支 扁 克 ， 由 上 式 可 得 ， 


x M 
us(P,Q)= У X; А.„ѕіпи,ёсоѕи,тпсоѕи,хѕіпи,и 
=1 


m=1 n 


x и А ; 
bt(P,Q)= © $E В„„зїпд„&созн„зїпн„хсозд„ь 


m=1 n=1 


x M 
wP, Q= ЎЎ Ў Cssinknlcosknmsinknxsinkoy 


m=1 n=1 


(5.281 > 


(5.282 > 


WRAZ z 方向 (法 向 ) 的 单位 集中 力 ， 则 式 (5.1》 
便 变 为 


L,(u$, o$, u)=0, Дубиў, 0$, wi): 0 


L, (ир сї, m$)= -80Р,О)/В (5,283> 
对 于 四 边 简 支 扁 克 ， 由 上 式 可 得 ， 
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M M К А 
us(P,Q) = У, È Азин „ёз ncosh=xsimp.,U 
m1 n= 


x M ТА ; 
о%0Р,О) = > > B,,.sinu,¿sinu,nsingu,xcost,U 
1 


m=1 n=1 


М. z £ . : . 
w$(P,Q)= >=, 22 Cansinunésiny,nsinynXsin nY 
Abis 


(5.284) 
š 4 T,T -TsT: 
式 中 P 68 
pu oto TiTi 
™ abB А 4 
быжу E быз» 


Ж (5.277), IÑ (5.281) 及 式 (5.284 ) 都 满足 四 边 简 支 
杭 壳 的 边界 条 件 : 

о*= u*=N* =M: = 0, оп х= 0, G ' 

r i=1,2,3 

ut= ш* = Nt, = М, = 0, on u= 0.b | 
i (5.286) 

上 述 介绍 了 遍 有 党 的 几 种 基本 解 ， 但 寻找 扁 沉 的 一 个 理想 的 基 
本 解 仍然 值得 研究 。 


85.8 计算 例题 


【 例 5.1】 图 5.16 是 一 个 四 边 简 支 的 薄板 ， 受 均 布 荷 载 ， 
利用 样 条 边界 元 法 求 它 的 找 度 及 内 力 。 
本 例 是 一 个 对 称 问题 ， 可 取 四 分 之 一 板 进行 计算 。 因 此 ， 只 
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1 


стара ! 
| 


195.16 


四 边 简 支 方 板 


i 2 
D0 qa? -0.01347-0. т 0983-0005 
Vaaa -0.4205 КҮТ [0.3542 ч. э Е 
RA | š ЭШ: 0.064527 
аа SS селе, 
Mx /qa? | 0.04787 | 


0. 7, 
\ 


需 在 第 一 象限 对 板 边 进行 离散 〈 图 5.16 ) ， 采 用 三 次 样 条 边界 元 
法 ， 计 算 结 果 见 表 5.1。 这 个 结果 与 解析 法 的 结果 相差 很 小 


【 例 5.2 


HREH, F 


1 
利用 样 条 边界 元 法 求 它 的 浇 度 及 内 力 。 
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图 5.17 是 一 个 四 角 点 支承 的 方形 薄板 ， 受 均 布 


本 例 是 一 个 对 称 问题 。 只 需 在 第 一 象限 对 板 边界 离散 《图 
5.17 )。 采 用 三 次 样 条 边界 元 法 ， 计 算 结果 见 表 5.2 。 这 个 结果 
与 解析 法 的 结果 相差 很 小 。 


表 5.2 四 角 点 支承 方 板 = 0.3 
Г ажа а [ано 
计算 方法 р рман DW Za“ | Ma ae | 
0 | 2 4 1 


2 JF 


КОЛОН ЙЕ kr |- еы та 
7 0.01775 | 0.01552 0,009175: 0.02542 | 0.1121 
解 析 法 


【 例 5.3 】 图 5.18 是 一 个 四 边 固定 中 间 开 贺 孔 的 薄板 ， 且 
在 A. В, С, D 处 受 集中 力 P， 利 用 样 条 边界 元 法 求 它 的 4% 
Ж. r=0.17250, £=0,1825a 


[25.18 

本 例 是 一 个 对 称 问题 。 可 以 按 图 5.18 离 散 ， 来 用 三 次 样 条 边 
界 元 法 ， 计 算 结果 见 表 5.3。 图 中 ”是 圆 孔 的 半径 。 

1915.4] 图 5 一 19 是 一 个 圆 板 ， 周 边 固定 且 受 均 布 荷载 
作用 ， 利 用 样 条 边界 元 法 求 它 的 位 移 及 内 力 。 

由 于 轴 对 称 ， 只 在 第 一 象限 对 松 边 进行 离散 ， 采 用 三 次 样 条 
边界 元 法 ， 计 算 结果 见 表 5.4 及 表 5.5。 这 些 结果 与 解析 法 的 结果 
相差 很 小 。 
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53 四 边 固定 中 间 开 和 孔 方 板 


| 点 Dw/Pa? i 
号 l RAMON | 37 | 
IAT š 0.00407 | 000406 
E ° OO | oo 
F | ош | 0.00708 
G 06 | 002 
表 5.4 周边 固定 圆 板 的 位 移 HA=0.3 


64Dw/qat 16D¥n/ qa! 


; | hZa=0.02 | h/a=0.002 h/a=0.02 | h/a=0.002 
х/а — _! — — | >= 
SBEM ; АМ | SBEM | АМ SBEM | АМ | SBEM | AM 
0 1. з 1. .183 0. 9952 | 1.000 0 | 0 0 | 0 


|0. 2335, 0. 2343 _ 


0. 25 | |1. 054 ЕК .050 0. 8764 | Ë 0. 8789 0. 2339 | |0. 2343. 


0. 5 Í|. 0.700 | 0. 6996 | о. 5601 | 0. 5625 0.3734 | 0. 3750 | 0. 3745 0. 3759 


0. 15 0. 2705 | 0.2714 0. 1897 | 0. 1914 0. 3284 | 0. 3281 jo 0. 3270 13 3280 


И ЕГЕ ЗИ Е ГУРГУ 


表 中 SBEM 一 样 条 边界 元 法 ，AM 一 解析 法 


表 5.5 ”周边 固定 贺 板 的 内 力 C q=l,z=0.3,E = 500 > 


Mt a. 0.002 | 0.02 | 0.2 


0.6 1.0 


| 
| 
| 

5ВЕМ | 0. 4986 | 6 | 0.4974 | 0.4989 az 0. 4964 0. 4987 
=} 


Va |— 
AM ;0.5 05 |05 


0.1084 0. 0820 


| 
м) SBEM ; 0， 1249 | 0.1248 | 0. 1230 | 
| AM 10,1250 | 0.1250 | 0.1234 


0.1096 0. 0824 
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【 例 5.5】 图 5.20 是 一 个 马鞍 形 扁 壳 , 周边 固定 ， 受 均 布 荷 
REMH, a=b=20m, HRE R=86m, IZ а= 0,2m， 利 
用 样 条 边界 元 法 求 它 的 位 移 及 内 力 。 


\ 


AN 


АІ 
095.19 


本 例 是 一 个 对 称 问 
题 ， 只 在 第 一 象限 对 壳 
边 进行 离散 (图 5.20)， 
采用 三 次 样 条 边界 元 
法 ,计算 结果 见 图 5.21。 
由 图 可 知 ， 这 个 结果 与 
解析 法 所 得 的 结果 是 一 
致 的 。 

【 例 5.6】 Жл 
有 一 个 圆 孔 ， 孔 边 有 均 
布 拉 力 qi 及 均 布 前 力 gq 
作用 ， 图 5.22 是 该 球 壳 
开 孔 附近 的 部 分 ， 已 知 
МЯ а= 10cm， 球 
过 的 厚度 а= 0.4cm， 
ii R k=0.005/cm, 
#=0,gi =100kg/cm, 


239 


gz=5kgcm， 巨 =7.2x10skgcmz， 利 用 样 条 边界 元 法 求 
解 孔洞 引起 的 附加 内 力 。 


图 5.23 
本 例 是 一 个 求解 扁 壳 孔 边 集中 问题 ， 只 在 孔 边 离散 ， 整 个 孔 
边 分 划 16 等 分 ， 采 用 三 次 样 条 边界 元 法 ， 计 算 结 果 见 图 5.23。 
N, 为 径 向 内 力 ，N。 为 环 向 内 力 ， 最 大 环 向 内 力 为 maxN,= 
314kg/cm， 文 献 [16j 用 解析 法 所 得 结果 为 maxN。 = 311kg/cm, 
两 者 误差 不 到 1%。 


045,22 


85.9 附录 (重要 资料 ) 


(一 ) 薄板 问题 的 极 坐 标 公式 
在 图 5.24 所 示 局 部 坐标 系 下 ， 荡 板 边 界 上 的 法 向 转角 0 、 弯 
EM MEM, RIRI УДЫ FIR: 


дш _ дш. дш 
y =OS pHr +sinb-755- 


0= п (5.287 > 


м.= -号 [Ci myw- - иу(уїсоз2б 


240 


ð (1 дшу,; 5.288 ) 

-2r (7 x=) sin2p)] ‹ 
M,,=- 501 - D| visin28 

ò (1 дш 289 

+22 (二 S ) cos2p] (5.289) 


д : ° _ Ò 
„= -р-2. (узш) -[sinp-2- cos 8 гд 


cosp _1\_д 
( = о ]м.. (5.290) 
_ ò 1 ò дї 
式 中 Vn t p от + os 


其 中 o 为 边界 T 的 曲率 半径 ，s 一 
ЯЕ, n 及 t 分 别 代 表 边 ` 
边界 曲线 的 外 法 向 及 切 向 ， 其 余 
记号 见 图 5.24。 上 述 所 有 公式 中 omy Lone 
的 导数 都 是 对 Q 点 求 导 数 的 。 对 
p 规定 凸 边 为 正 。r = PQ, 图 5.24 

(二 ) 薄板 的 基本 解 

如 果 薄 板 的 基本 解 采 用 下 列 形式 ， 
wi(P,Q) = -二 六 mlnr (5.292) 


241 


则 利用 式 〈5.287 ) EÑ (5.290 ) 可 得 : 


* дш 2. q 
010Р,0) = ду = 51р (212г + 1 )тсоѕ 8 


Mz, (P,Q) = – 2-01 -cos28 
+201 +и)(1п^+1 )] 


. E 9 
M: CP,Q) = rE. sin2p 
一 一 cosh 一 
V, CP,Q)= те [2 +(1 -и)соз28] 


+278 соз28 5.293) 
如 果 将 式 (5.292 ) Ж (5.293) fE P £ XWF n sç Sp Ж, T 
得 ， 


дш" 1 
本 
mP) зар (2lnr+ 1 )rcos ф 


1 

°= z 

6% = вяр С (21пг+1 )соѕа + 2соѕрсоѕ 6] 

Mt, = а! (1-—-ни)$їпфр$1п28—(1 +и)со5ф] 


М, = 1 ID sinpcos28 


из, = [U 95(8-Ф)(2 +(1 -Acos26) +, 


4ar 


+2(1 - (T eos8- 5)sinpsin2 8 
51 (5.294) 


如 果 将 式 (5.292) 及 式 (5.293 ) ЕР? Же, T 
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得 。 


Ld 
w= ЮРУ" 515 2 Inr+ 1)rsing 
.. ; а 
03 8 15 [°° lnr+ 1)sina+2sinpcosp ] 
= -r k 1 —u)cospsin2 8 +( 1 +шзїар] 
M= - 5 1 –и)соѕ 2соѕ528 


= [= l sin(ß-p)(2 +( 1 -pcos 28) 


+ (1 -ю(4-созй- 5 -) cospsin2p | 


(5.295) 
(三 ) 核 函 数 的 表达 式 
如 果 设 w* ешт, ДШН 
д*ш* 
Эх БУ = [2ar+ 1 )+cos 2ф) 
дш" у... 1 
3P = Үр [2(lnr+ 1)-cos29] 


ы Өт ал esi 
IPAP вяр ° 29 
020* 
JP ° -r (cosB- sinpsin2g) 
920, 


зуу = аха ___(со56 + ѕіпбѕіп2ф) 
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KU ару sinñcos 2ф 


Дру = garr ECI th)eos2p 


— (1-0) (cos2(0 Е ЭРС 


BME т. _ < 
-= r [C 1 +и)соз2ф 
—(1 - t) (со52(8 -ф) + соѕ=28)] 
dMi 


öx Pjðu БУ ~ iarr 1 +W sinzo 
+(1 —и)5ї1п2(@—ф)] 


СА +. Š: 
OoxzCP) _ Tr Керсен аю) 
+( 1 ~ 0) (3с05(38- 2p) – 2с0538] 
_ (а-и) < 5 
nora Leos2p cos2(B-9)] 
Os 


oppy = з -[(5 -u)cos(f -2p) 


+(1 - u)X2cos3B + 3со5(38- 2p) 


_ (1-0 
ср [со528 +cos2(8- ф)1 


д?у* = $ r 2. А ча 
`дх(Руду(Ру _ алг (5 Psint f=29) 


+ 8 (1 -и)зїп(28-2ф)] 


-sa 


ET Toke А 
-RA = -- jari [sin28— sin2 (8 -ọp)] 


ITI =- - 1 —# Tsin2B+ sin3(8— 9)] 


əy? (P) dar? 

hh Me 1-6 э 29 

BD aari [cos2(B – )1 С 5,295 ) 
式 中 [TI]= M$,(St)—M?*,(S7) (5.297) 


(四 у 利用 高 斯 求 积 公式 求 边界 积分 
边界 积分 方程 中 的 一 般 项 可 以 写成 下 列 形式 ， 


fs FP*(Po,s) ЕСГ = x f F*(P,,s) Е„(5)4Г 
1 те Г, 


(5.298) 
如 果 设 
Е „(5) = CPs DIL] АЕ, ‹ 5.299) 
RIX (5.298) 可 变 为 
[Р.а 
ass | Е*(Р,,УЕ „(5)| AIdE (5.300) 
m=1: 
Жр 6и 
dx f dy VH 
1.41 -[( 5) +( 5 y] (5.301) 


将 式 C 5.299) RAR (5.300) 便 得 ， | 

f FUP FO dr = È, [G]。CQ]。{F}。(5.302) 
Ap {F} = [Fe F, F, Fs … Е15 

te). =f p F*(P,,D[0 CD31Al4e (5.303) 


A (5.303) 可 以 利用 一 维 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 
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(五 ) Reissner 板 的 基本 解 


* = 1 2 ss 1 
a тағ z CE 
vs, =—1 _r(2lnr+ 1) cos 
8л. 
Je, = 52р rl(2lnr+ 1 )sinp 


M3 = -Ll +3u)+ 2(1+p) lnr 


+ 2(1 —и)соз*8] 


М. = 


i a 
ET sin28 


如 果 将 式 C 5.304) 在 已 点 对 n 求 导数 ， 则 有 
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(5.304 > 


(5.305 > 


Rs 5р (2lar + 1 )cosp + mii cosg 

а Elart+ 1)соѕа + 2со$фрсо 8] 

?= Elar+ 1)sina +2singsinp] 
M*,= -1, [(1 - д) ѕіпфѕіп28 -( 1+ р)соѕр] 
МХ, Lt singcos28 
Q #, =—=*eosgcosB 
ut = 0 G = 1/8лр, Н =4/167 


Pr, =С[ А(г)созусо53 + В(2)соѕу] 
Bt, =С[.А(г)со$фз1п8— В(2) siny] 


M*, = НАС(2)соѕр(соѕ? В + usin? 8) 

+ Al2)[sinĝsin(2p- Y) + исо58(2р-— ?)]/z 

+ D(z) (соз 8со$зү— ѕіп3ѕіпу) } 
M#*,,=H(1- u)[C(z)oosgsinB 

—A(z)sin(3p—27)/z2 + D(z)sin(p-2y)] 
Ої, =8НАЕ(2)соѕфсоѕ3-– F(z)cosy] (5.306) 
Җир А(2) = 2 +8Е(2)/(1- и), В(2) = ~ 8F(z2)/(1 -4), 

С(2) = аА(2)/12, D(z) = dB(z)/dz, 
Е(г) =Ao +208, -1/2)/2, Е(г) = ke + (kı – 1/2) /2 
2= 47, Ао, 7 ЈАТ ЧЕТЕ АО ДЕ ЛКЕН ЖГ 
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第 六 章 “” 热 弹性 问题 的 样 条 边界 元 法 


物体 由 于 温度 变化 会 产生 变形 。 如 果 物 体 由 于 温度 变化 引起 
的 变形 受到 约束 时 ， 即 使 没有 外 力作 用 ， 在 物体 内 也 会 产生 应 
力 。 这 种 应 力 称 为 热 应 力 。 

热 应 力 现象 普遍 发 生 在 工业 建设 和 国防 建设 〈 例如 ， 航 空 航 
天 ， 机 械 制 造 ， 冶 金工 程 ， 土 木工 程 ， 水 电工 程 …*… ) 中 ,许多 
工程 设计 需要 考虑 热 应 力 问 题 ， 例 如 ， 核 电站 ， 火 箭 、 超 音速 飞 
机 、 大 型 水 坝 及 大 跨度 桥梁 的 设计 ， 都 需要 考虑 热 应 力 。 随 着 我 
国 四 个 现代 化 的 发 展 ， 热 应 力 问题 的 分 析 越 来 越 显得 重 要 。 因 
此 ， 热 应 力 问题 是 一 个 非常 重要 的 研究 课题 。 

本 意 主 要 介绍 弹性 体 热 应 力 问题 的 样 条 边界 元 法 ， 而 且 以 均 
质 各 向 同性 的 线性 热 弹性 体 作为 研究 对 象 。 


86.1 热 弹性 问题 的 样 条 边界 元 法 


(一 ) 基本 方程 积 
图 6.1 是 一 个 热 弹性 体 ， 它 的 应 力 与 应 变 的 关系 为 


ow1= Dise ё ӘТҘ,у (6.1) 
式 中 Di = Aat С (3. yt Sd) (6.2) 
= 201+). =н _ 
Ə ПЕ i A= Tene (6.3> 
1 i=j 
б,у= { 
0 i= j 


249 


式 中 了 为 弹性 体 的 温度 变化 ，< 为 线 膨 胀 系数 ，/ 为 泊 松 系数 ， 
© HIPPER R o А 
因为 Ei = 到 Can uj) (6.4) 
因此 ， 如 果 弹 性 体 是 各 向 同性 的 ， 则 式 ( 6.1 ) 便 变 为 
0iy= Абу, +С C Hisy ttj, ) 一 9754 (6.5) 
如 果 将 式 《6.1 ) 或 式 (6.5 ) 代入 第 四 章 式 (4.1) ， 则 平 
衡 方 程 可 以 写成 下 列 形式 : 
Diisi trsi GT, 64 + bi= 0 (6.6) 
或 СА+С уш,,,,+Сш,,,—-ӨТ,)убё‹,+Ь‹= 0 《6.7) 
这 时 边界 条 件 为 


ш= u, on Г, ) 


‹6.8) 


р=о,упу=р‹ on Г, 


水 节 的 记号 与 第 四 童 相同 。 


( = ) 边 界 积 分 方程 


如 果 在 式 (6.7 ) рд 
REEK un, WE 


[raryu Gu у, -ӘТ,уз,, +b Juh 40=о (6.9) 
式 中 2 为 弹性 体 的 区 域 。 
利用 分 部 积分 法 ， 式 (6.9 ) 可 以 变 为 下 列 积分 方程 ， 


а.) = | [os(P,QupitQw 
= bk (P,Qo)u(Qo) J dT (Qn 
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+]. (P, Qb: (QdQ) 
сад, (P, OITAN (6.10 
式 中 ug 及 ph 为 基本 解 ， 与 第 四 章 相 同 ， 见 $ 4.2, 
эщ P— P, 时 ， 则 式 (6.10 ) 便 变 为 下 列 边界 积分 方程 
Cu(Pu u (Pa) + {02 (Р, (Q 
= u (Po, Qo) 2, (Оо) Jd (Qo) 
=f ах (Ро, ФЬ) 4000) 
f EEP DITUA (6.11) 


式 中 C,: 为 奇 性 系数 ， 见 第 四 意 。 式 (6.10) 及 式 (6.11 ) 中 的 
区 域 积 分 可 以 化 为 边界 积分 。 


《三 ) 域 内 应 力 
如 果 将 式 (6.10 ) 代入 式 ( 6.5 ) 便 得 ， 
sa = [| E Diis (P, Qo) pQ.) 
-Sais (P, Qo) uQ) J dT (Qo) 
+ fy Ders (P, QONCQDITQAdT Qo) 


+ f Ders (P,Q 06,09) -0T (Q) 140(0› 


-8T(P)ó;; (6.12) 


这 就 是 域内 应 力 的 计算 公式 。 利 用 式 .(6.11 ) 求 出 边界 未 知 量 
后 ， 即 可 利用 式 〈6.12 ) 确定 域内 任 一 点 的 应 力 。 式 中 Des 及 
S, 分 别 由 式 (4.47 ) 及 式 C 4.48 ) 确定 ， 见 第 四 章 。 
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(四 ) 二 维 样 条 边界 元 法 
本 节 以 平面 问题 为 例 ， 所 有 记号 与 第 四 章 相同 。 如 果 将 整个 
边界 分 为 MI 个 部 分 ， 则 式 (6.11) 可 变 为 
С, (РЬ) ш(Р,) =È Ipa Poss) +fa(Pa) (6.13) 
式 中 b Leyiy. 
Пы‹Рь,з› = | 


r 


Сий (Poss) pi(P,s) 
= P}, (Pos s)u,(s) J dI Gs) (6.14) 
fapo=| U up Pe Q)b(Q + 


+ uk. (Pos Q) 6T(Q) ] dQ(Q) (6.15) 


Kh s 为 边界 工 的 弧 坐 标 。 

式 (6.15 ) 可 以 搂 下 列 两 种 方法 处 理 ，( 1 ) 先 将 式 (6.15 ) 
化 为 边界 积分 ， 然 后 沿边 界 离散 ， 见 第 四 章 及 本 章 8$ 6.4; (2) 先 
将 区 域 0 分 为 有 限 个 单元 ， 即 


E d к 
һә = У | гиў (Ps, BQ) 
де 


e=1 
= uk  (P,,Q)ST(Q ]dQ (6.16) 


然后 利用 高 斯 求 积 公 式 进 行 计 算 。 
1 。 第 一 种 方法 
如 果 将 边界 每 个 区 域 分 为 个 等 分 ， 则 式 ( 6.14 ) 可 变 为 


T (Pa sí) = 5 Ai E ug, (Р„,5,)р:(5,) 
= РЇ (Poss DUS) Jha (6,17) 
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式 中 1, 是 与 数值 积分 法 求 积 
公有 关 的 系数 ， 见 第 一 章 ; 
z= V。。P 在 边界 上 ， 设 P, = 
=5,(ў=0,1,2,+=,// у 

将 式 (6.17) 代 入 式 (6.13 ) 
可 得 ， 


R,P.) = С,.(Р,)и,(Р,) 图 6.2 
M 

一 D Min PoS = Р, (6.18 X 
ma 


式 中 Re(P。) 是 边界 P, 点 的 残 数 ，h,，1=1，2 。 由 式 (6.18》 
可 得 ， 


(R)= È «Н1, „Хар. +CH Jan (u), 


-LK]in{phin -CKIsn{p}sn ) - (f) (6.19). 
式 中 (= СА {I (6.20) 
{fhe= [felso) (з) … Fals C6.21). 

利用 配点 法 可 得 ， 


УН Дан „ +CH anthina Uh (Ph, 


-[Kl.. ph.) ={f} ° (6.22) 


РЕН Jims [K Jins (uka 2}, 与 第 四 意 相 同 ， 见 式 
C4.86) ~~ 式 (4.96 ) 。 利 用 式 (6.22 ) 可 求 出 边界 未 知 量 ， 但 . 
注意 引入 边界 条 件 。 
2. 第 五 种 方法 
如 果 用 三 次 B 样 条 函数 来 逼近 边界 未 知 量 ， 则 
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Uem(s) = CECS) (aao 


Реһ\з) = LECS) ] {bhen (6.23) 
出 此 可 得 ; 

(uka = LN ] {а}, 

{Ре LN 1, (pha (6.24) 


式 中 [NJ)J,.,=[B1), LQ), ` (6.25) 
将 式 (6.23 ) 代入 式 ( 5.13 ) 可 得 ， 


У; CCE]intohn+LH]antojan 


Ë: È (СКЈ, Ы ЖК (bs) +{f} (6.26) 


式 中 (ala = [uo G, а, ** Qa, йу]? 
(bba = [Po b, b, + baa Pal 


AHH Jin RUK lin 由 第 四 章 式 (4.116 ) 确 定 。 利用 式 
С 6.26) ЖШ {а}, 及 {bhim 后 ， 即 可 利用 式 (6,24) 求 出 边界 
жй. 

3 。 第 三 种 方法 

如 果 将 边界 下。 分 为 入 等 分 ， 则 


z z 
ui(s)= P n$ G), b. (s) = > ba.) (6.27) 
É =i Em 
A z= NW。。 将 式 (6.27 ) 代入 式 C 6.13) 可 得 


E TH u, +[H3 s 


= È «КАРЫ a * [K.p ) HS} (6.28) 


hI H), 及 [KK Jin 由 第 四 意 式 (4.136 ) 确定 。 
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HA 《6,28 ) 可 得 ; 


[H 1(uy= [CK]I{p}+{f} (6.29) 
式 中 [H] =[[H1, [H1.1 
LK1=[[IK1, 1К2] (6.30): 
(uy= Сирт 400277, {p}= [{Р}Т {Р}Т1Т 
(6.31): 
[HY]:= [ЁН], [Н]; ~ ГН 1 ` 
(6.32): 
СК, = ССК. СКА: + Крм] 
4и = Сан {ш} + dubiu 17 
(6.33): 


{Phe Г (phi, {Phi o (phi l 


式 (6.28 ) 与 边界 条 件 有 关 ， 引 入 边界 条 件 后 可 变 为 
| [А14Х}={Е} (6.34): 
或 [GJ {Х) = {Р} (6.35) 
式 中 гС7= А1741, {P} = LATIF) 
利用 式 ( 6.34 ) 或 式 (6.35 ) 可 求 出 {wn 及 (phase M 
界 未 知 量 确 定 后 ， 利 用 式 (6.10 ) 及 式 (6.12 ) 的 离散 化 格式 中 
可 求 出 区 域内 任 一 点 的 位 移 及 应 力 值 。 


《五 ) 边界 上 任 一 点 的 应 力 


边界 上 任 一 点 的 应 力 可 以 按 下 列 公 式 确 定 ， 
= р,со50 + р,ѕіпб 


+ i (6.36) 
On:= — pisin} + р,соѕ0 / 
Ж ач du 
Cs = 一 T [26 (- 10 8 w pob ARA 
- (1-2x)67 | ` (6.37) 


式 中 站 及 s 是 边界 的 法 线 及 切线 ,9 为 法 线 与 xi: 轴 所 成 的 角 
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JE, sÇ (6.36) 及 式 (6.37 ) 为 平面 应 变 问题 的 边界 应 力 公式 、 
对 于 平面 应 力 问题 只 要 将 式 中 的 上 用 RER a ЈА aA ik ik 
可 以 了 。 这 时 

ph = (1+р), а! =а/ (1+р) 


56.2 热 薄板 问题 的 样 条 边界 元 法 


(一 ) 基本 方程 
热 弹性 薄板 小 找 度 问题 的 基本 微分 方程 为 
Бў*»=а+у*М+х ‹ 6.38) 
弯曲 内 力 与 找 度 有 下 烈 关系: 
Mijy= -B, au, + М,д,, (6.39) 
Qi= -В,,ыш,ы,+ Mr, se (6.40) 
Vi= -D[u,, (2-р) (ш, (атш, ) 1+ Мт, 
(6.41) 
式 中 B, = D[uó, уд + (1-6) ð] (6.42) 
Mr=0 {| rina 2) zdz (6.43) 
Җ т 为 温度 变化 ，d 为 板 厚度 ，9= Ea/(1 -总 。 
在 边界 上 的 弯 矩 及 扭矩 为 
M,=M,nní, Mat = Му, (6.44) 
ЗАН  ni=cos(n,x), — tf;=cos(ft,x;) (6.45) 
在 边界 上 的 前 力 及 等 效 剪 力 为 
Qn = 0,п,, V ,=V n, 
} C6.46) 


V,=Q,+M,,,, 
边界 条 件 为 
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(=) 边界 积分 方程 
式 (6.38 ) 及 其 边界 条 件 可 化 为 下 列 边界 积分 方程 ， 
CCP) wP) = | EWE CP, Qo) V.CQ.) 


= 610Р,0,) Ma (Qo) -V t, (P,Q,)u(Q,) 
+ Mt, (P,Q.)0(Q.)JdT(Q,) 
+ acQ) wp,Q) 

A 


+М.00)у? wt( P,Q) JdQ (6.48) 
式 中 k=1, 2, ш, = t, u, = 0 


ш? = ар!" ‹6.49) 


其 余 记 号 与 第 五 意 相 同 。 
由 式 (6.48 ) 可 得 : 


wr (P) = | Сат. CP QOV Q- 93 CP, ODM) 
-Vs (P,Qo) ш(О„) 
+M:,..(P,Q,)0(Q.) jaT(Q,) +T, 
-f [w?, (P,Q)q(Q) 
о 
+ М7) у?ш?, (Р.0)340‹0) (6.50) 
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式 中 Vtut= (lnr+ 1 )/2zD 


\ 
\ 
| 
J 


| (6.51) 
у*шф}= (у?ш?), „= со58/27рғ | 
Vtu = (уш), (= 7, /2=Dr (6.52) 
人、 = 2 
rm (Py = 70-5 Qa (P) (6.53) 
д ЕЕ 2 * 
Н ару f MTO узот. (Р,0)40 


=| Mr(Q) Viwt,  (P,Q)dQ + IMP); (6.54) 
因此 由 式 (6.50 ) 可 得 ， 
w, CP) = | rat. (P,Q VO) 
-0t. P,Q DM, Qs) -V Zis  (P.Q,)uw(Q,) 
ЖМ. P,Q +Т,,‹, 
-f Cwt. (P.Q)a (Q) 


+ M7(Q) UY, u (Р,0140 + 于 Mr(P)5t 
(6.55) 
式 中 Ру ее 


= —— =з (60 - 2) 6.56 ) 


利用 式 (6.48 ) 求 出 边界 未 知 量 后 ， 将 式 (6.55 ) 代入 式 
С 6.39) 即 可 求 出 热 弹性 薄板 问题 的 弯 矩 及 扭矩 。 
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(三 ) 样 条 边界 元 法 
如 果 将 范 板 整 个 边界 分 为 M 个 区 域 ， 又 将 每 个 边界 区 域 分 为 
N AEA, MR 6.48) 便 变 为 下 询 形 式 : 
„Ў, CD. (a) -CM ntb- 99.4 


+[K1le BO - 07], {c}={f}: R=1,2,3 (6.57) 


式 中 a, 5, 3 及 万 为 任意 参数 ，{f}; 为 
{= also) Falsa) ++ є, 0217 (6.58) 


вә = | сасы, 
+Mr(Q Vw (s,Q)Jd2 (6.59) 


式 (6.59) 可 以 化 为 边界 积分 。 
HERTA, X ( 6。 57 ) 代表 五 种 方法 的 计算 格式 ( 详 见 
$5.3): 


“1 。 第 一 种 方法 
{ a}n = {ш}, {5}m= {0}, 
{А}, = {V }ns {В}, = (My, (6.60) 
(Den = [DJ LH] = М2. ) | 
= (6.61) 
СНО, = [Hen LKl.,.=LKJ3,. 

Ж (6.61) 由 式 (5.63 ) 和 式 (5.64 ) 确定 。 

2 .第 二 种 方法 

{а}, = (ay, 46}. = Ob. } 
(6.62 

4А). = AY, {В} = { 万 }。 
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[D1 = [5D],。 EM Jen = LM Jen 
rH1,. = [HI [RJ = [Ke 


式 (6.63 ) 由 式 (5.108 ) 、 式 (5.111) 和 式 (5.114 ) 确 定 。 
3 。 第 三 种 方法 


} (6.63) 


{а}, = {ш}, + {B} = My, (6.64》 
„= ШЮ1„, +, СКЈ, = СКЈ, ‹6.65) 
3Җ (6.65 ) Н (5.118) 和 式 ( 5.119 ) 确定 。 
4 。 第 四 种 方法 
{а}, = {ш}, =, {Bhn = My, (6.66)> 
СО), =LD]ens “s LR ]Jen=CK]in (6.67 > 


A (6.67 ) Ш (5.118), Ñ (5.119) M (5.133) 确定 。 
5 。 第 五 种 方法 


{а}, = layi, ==, {Б}, (by 6.68 > 


[DIsn = Юын, =, UK Jen = К), (6.69) 
Ä (6.69) Н (5.118), Ж (5.119), Ж (5.133) 和 式 
C 5.136 ) 确定 。 
A 6.57) 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 关 ， 引 入 边界 条 件 及 角 
点 条 件 后 便 变 为 
CAI {X}=1{f} (6.70) 
具体 做 法 详 见 第 五 章 。 
利用 式 (6.70 ) WRH {а}, {brms {А} „,{В}„й {ш}, 
{б}, ХИ}, (My, о H (ak, 5 (By, 确定 后 ， 利 用 下 式 
即 可 确定 边界 未 知 量 : 


{ш}, = СМ, (ay, 4}, =LN1, by, 
ty. = TN, Ay, СМ), = LNJn{B}, 
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АХФ  [NJ,=LBJ,[Q1J, 
当 边 界 未 知 量 确定 后 ， 即 可 利用 式 (6.48 ) MA 《6.55 ) 的 
离散 化 格式 ， 求 出 薄板 域内 的 挠 度 及 内 力 值 。 


56.3 区 域 积分 化 为 边界 积分 的 方法 


在 边界 元 法 中 ， 需 要 计算 下 列 类 型 的 区 域 积分 : 
в,= | Ui(P,Q)bQ) dQ(Q) (6.71) 


这 个 区 域 积 分 可 以 化 为 边界 积分 。 
区 域 积 分 化 为 边界 积分 的 方法 有 好 几 种 ， 本 章 采 用 伽 辽 金 张 

量 法 将 区 域 积分 化 边界 积分 法 。 设 

Фын», Q) 


UP,Q) =G, (P,Q) - (тсн (6.72) 
式 中 Cu(P,Q) 为 伽 辽 金 张 量 。 对 于 二 维 问题 ， 

Gua (P,Q = de ln 21) вы (6.73) 
对 于 三 维 问题 ， 

Gu(P,Q) = е (6.74) 


将 式 ( 6。 күл 72) 便 得 ， 
Оа, = ас су [es 498] 
这 就 是 第 四 童 式 C 4.28 ) 所 示 的 开尔文 的 基本 解 。 将 式 (6.73) 
代入 式 〈6.72 ) 便 得 ， 


U,,(P,Q) = (3-40) ln C 15а, 


абас > Í 
trari /ri (1880) ba] 
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这 个 结果 与 第 四 意 式 ( 4.31) 所 示 的 基本 解 相差 一 个 常数 
项 ; 在 以 前 建立 式 《 4.31) 时 ， 我 们 略 去 了 这 个 常数 项 ， 现 在 处 
理 体力 积分 时 ， 必 须 考虑 这 个 常数 项 。 

将 式 (6.72 ) 代入 式 (6.71) 便 得 ， 


BaP) = | [9,0,9 
2 G, a (P, Q) 
AA Jada — cs.zs) 
ШЕ ЖГ, 
[,Ашнао = | 2, ar C6.76) 
о П 
利用 式 《 6.76 ) 可 将 式 〈6.75 ) 化 为 边界 积分 。 


( 一 ) 将 体力 积分 化 为 边界 积分 


如 果 体 力 为 常数 ， 利 用 式 (6.76 ) ， а (6.75) 可 变 为 下 
列 边界 积分 : 


BP) =b, |. [Gu P, QD 


= Саон mi(Qudr(Q) C6.77) 
域内 任 一 点 的 应 力 为 


O(P) = | CDa P,Q) pa Qe) 
-Sra (P, Qo) (О) ldr (Q,) 
+ fi SP Qd rQ (6.78) 


1 。 二 维 问题 
将 式 (6.72 ) 代入 式 (6.77) Ж, 
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(6.79) 
ваб _ 
2(1 -4) / 
Rh г„=з„(0)-х„(Р) 
式 C6.78) 中 的 号,;(P,Q。) 由 下 列 公式 确定 ， 
(bir; + byr: 


SP, Qo) = 1001 + nr) {nr 
+ T -b,r,ó 1) 


tn ym rr tn roll 


1-07 Кыра b, "Ó 


— (Bmtbm)}] — (6.80) 


. 三维 问题 
gy А 77 ) 便 得 ， 
а ] {-1-\дг 
Yr) 


BAP) = EG jl mm mbi- ра 


(6.81) 


同时 可 得 :， А i 
$ «30Р, Qy =l к [n,r,(b.rí+b;r,) 
ЫП a {ида (быгы —б„л„г?) | 


-4 [bnrm (пону + пут) + (1 -24) (bn; 
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+Ьуп,)г®]}] (6.82) 
(=) =" 5 2 М 
利用 边界 元 法 求解 定常 热 应 力 问题 时 ， 需 要 计算 下 列 区 域 积 
分 : 
B «Рә=э |, ú$, CP ,Q)T(Q)dQ(Q) (6.83) 


ROO ид, P,O =G,, (P,Q) - -Frera Pn ;Q) (6.84) 


AERE Ей, 则 式 〈( 6.84) 可 变 为 


uo (P,Q = 28 CaP, Q) — (6.85) 


将 式 (6.85 ) 代入 式 (6.83) 便 得 : 


Bay = "0+0 | Gur POTON 
(6.86) 
对 于 稳定 热传导 ， 因 为 V*T= 0 ， 因 此 式 (6.86 ) 可 变 为 下 列 
形式 ， 
B.(P) = Е аб |, [G,, (P, QTQ) 


-Grisi (P QT, (Qd (6.87) 
又 因为 
G asit (P, QT (Q) LT (QG ris (P,Q) Jsi 
-Gas (P,Q)T, (Q) (6.88) 
Gna (P, QT, (Q) =[G,,(P,Q)T, ,(Q)1, ‹ 
-Grs (P,Q)T, (Q) (6.89) 


因此 式 《6.87 ) 便 变 为 
BP) = (1H) aG | ATO Gus (P.O, 
-[G, É P, QT, (Q)1, dO _ (6.90) 
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Ap J, 为 [。] 在 9 点 对 x, 的 导数 。 
利用 式 (6.76 > 可 将 式 (6.90 ) 变 为 下 列 形 式 ， 


BAP) = | EPP, QDTQ) 
-QP,QDT n (Qn, (Q Jd T (6.91) 
式 中 PaP, Qo) (1 E GG... (P QnQ) (6.92) 


QLP, Qo) = (FE) аса, P,Q,) C6.93) 
域内 任 一 点 的 应 力 为 
OP) = | (D... P,Q PQ) 
-Sres (P,Q) “(QIT Q) 
+Í. Dy(P,QIT(Q Jd (Q. 


-| S.,(P,QOT,,(QDn,(Q Jd (Q, 


-QuT(P) 6.94 > 
1 。 二 维 问题 
= 01 >и)... 1 ; 
Р«Р,9,) PEN EYT (Сужа) т, | 
tw.rar rt) } (6.95) 
j- _ _- _(1+u)a | 
Q.(P,Q.) = CL Ch+lr)r, J 


< a= GG(1 +u) frr 
5,0,9.) =- A [- HL 


+ ( 142E + 1ar)] (6.96) 


D G(1 +x) 
Р,«Р,0.) = I r Ë r (2u 
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2) пактта] (6.97 > 


2 。 三 维 问题 
PP,Q = rt nir) /re | 
‚ (6.68) 
ыы АС1 РД) і 
Q.(P,Q,) = теруу "* 
с абс +p) _ gwu : 
SP AD = (rrr) (6.99) 
P _а©(1 +) _ 8,; 
”,,‹Р,9,) = 49(1-и)т% [rer 
- Эч Jen rs+mre| (6.100) 


上 述 二 维 间 题 的 公式 是 接 平面 应 变 问 题 建立 起 来 的 。 对 于 平 
面 应 力 问 题 ， 只 要 将 ,4 用 4 RER a Н а КА Т. ЗВГ 
W =u/ (1 +4), а =a/(1 +n) (6.101) 


56.4 计算 例题 


本 节 以 平面 热 弹 性 问题 为 例 ， 利 用 样 边界 元 法 求 它 的 定常 热 
应 力 ， 主 要 目的 是 为 了 考察 样 条 边界 元 法 的 可 靠 性 。 

【 例 6.1】 - 图 6.3 是 一 个 平面 热 弹性 问题 ， 区 域 为 图 ， 半 生 
b 为 100， 温 常 分 布 规律 为 A 利用 样 条 边界 元 法 求 
它 的 定常 热 应 力 。 

本 例 采用 三 次 样 条 边界 元 法 ， 将 整个 边界 分 为 24 等 分 ， 计算 
结果 如 图 6.4 所 示 。 图 6.4 为 沿 半径 方向 的 热 应 力 分 布 规律 。 本 全 
是 一 个 轴 对 称 问题 ， 应 力 分 量 为 

с„=К,ЕАТь, c = K,E AT; (6.102) 
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式 中 T, 为 += 0 处 的 温度 ;天 ;及 开 :为 应 力 系数 ， 与 AR 


A 按 下 列 公式 确定 : 


a 


p> = 
8 - н), 


| 
/ N 
| Ша \ > 
-— : 
\ |» 
i 
区 6.3 
【 例 6.2} 


T(r)= 9 一 7 


平面 应 力 问题 
(6.103) 


平面 应 变 问题 


一 一 解析 法 
o 样 条 边界 元 法 


a 
“| 
[ 


图 6.4 


设 圆 平面 的 半径 b=4， 温 度 分 布 规律 为 
利用 样 条 边界 元 法 求 它 的 定常 热 应 力 。 


本 例 采用 三 次 样 条 边界 元 法 ， 将 整个 边界 分 为 16 等 分 ， 计 算 


结果 如 图 6.5 所 示 。 图 6.5 为 沿 半 
径 方向 的 热 应 力 分 布 规律 。 
【 例 6.3 】 图 6.6 是 一 个 加 
环 区 域 ， 内 径 为 a， 外 径 为 6 
4/b=0.25， 内 边界 温 态 为 。， 
外 边界 温度 为 0， 热 传导 方程 为 
y’T=0 
求 它 的 定常 热 应 力 。 
温度 分 布 规律 由 式 (6.104 ) 
及 边界 条 件 确定 ， 所 得 结果 为 


(6.104) 


Тт) = Tola C >) ас ) 


— f: 


7, аг, 
il РУТА 


本 例 采用 三 次 样 条 边界 元 法 ， 将 整个 边界 分 为 24 等 分 ， 计 算 
结果 如 图 6.7 所 示 。 图 6.7 为 沿 半径 方向 的 热 应 力 分 布 规律 。 

我 们 利用 样 边界 元 法 算 过 一 些 平面 热 弹性 问题 。 计 算 结 果 表 
明 。 用 样 条 边界 元 法 计算 热 弹性 问题 时 ， 能 得 到 较 好 的 结果 ， 而 
且 计 算 也 很 简便 。 

本 章 只 介绍 样 条 边界 元 法 解 平 面 热 弹性 问题 ， 但 这 个 方法 也 . 
可 以 用 来 解 空间 热 弹性 问题 。 


EATA — Y tiik 
° M F ЖА 


图 6.6 图 6.7 
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第 七 章 “振动 的 样 条 边界 元 法 


振动 现象 普遍 发 生 在 自然 界 。 在 工程 设计 中 ,许多 工程 结构 
不 仅 要 作 苍 力 分 析 ， 而 且 还 要 作 动 力 分 析 。 例 如 ， 高 层 建 筑 要 考 
霸 地 震 和 风 振 的 影响 大 型 水 坝 要 考虑 地 震 的 影响 ， 桥 梁 工程 不 
仅 要 考虑 地 震 的 影响 ， 而 且 还 要 考虑 桥 上 各 动力 荷载 的 影响 Bi 
防 工程 要 有 防 印 能 力 ， 必 须 考虑 炸弹 及 核武 器 攻击 的 影响 ， 各 种 
机 床 的 设计 要 考虑 振动 的 影响 。 因 此 ， 振 动 在 国民 经 济 和 国防 工 
程 中 占 很 重要 的 地 位 ， 它 是 一 个 重要 的 研究 课题 。 

本 剖 主 要 介绍 弹性 振动 的 样 条 边界 元 法 ， 而 且 以 均 质 各 向 局 
性 的 线性 动弹 性 体 作 为 研究 对 象 。 


87.1 弹性 动力 问题 的 样 条 边界 元 法 


(一 ) 基本 方程 
弹性 力学 的 动力 平衡 方程 可 以 写成 下 列 形式 。 
Disate 09,0 + bi(Q,t) — pui(Qst) =0 (7.U 
对 于 各 向 同性 体 ， 则 式 (7.1) 便 变 为 
(А+ С) и, i (Q,t) + Сш, (0,0) + 600,2) 
-pui(Q,t)=0 (7.2 
边界 条 件 为 
100,0 = (0,0 оєг, | PIN 
200,0) =0im= PQH QET, 
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初始 条 件 为 


ш(О,0) = u, (Q) t= 0 时 


. == (7.4› 
ui(Q,0)= u. (Q) 


式 中 + 是 时 间 ; о 是 材料 的 密度 ; Wi 是 加 速度 分 量 , 它 是 4i 对 
时 间 t 的 二 阶 导数 ; 其 余 记号 的 意义 与 第 四 章 $4.1 相 同 。1, js 
k, l=1, 2, 3. 
(=) 边界 积分 方程 
如 果 在 式 (7.1) 两 边 乘 上 基本 解 几 ! (P,Q), 则 有 
‚|р Биншщә, (QD +b(Q,0) - Pu О, Jug, dQ 


=0 | (7.5) 
式 中 基本 解 wy 与 时 间 无 区， 与 第 四 章 相同 。 
利用 分 部 积分 法 ， 则 式 (7.5) 可 变 为 


Ру) = | Eug (P,Q POD 


= рр (P,Q ulQost) 1аг cQ.) 
+ fo AP O LbQ DPQ 74000) (7.6) 
当 P>P, 时 ， 则 式 (7.6) 便 变 为 下 列 边界 积分 方程 ， 
Сы‹Рәш‹Рь,) + E PR (Ps, Qu QH 


—uk(P.,Q .)p (Q.,t)JdI (Q,) 
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= |g я (Pes Qb (Q, dO 


=н (Pes QUQ, Dd 000) (7.7) 


式 (7.7) 不 仅 合 有 边界 未 知 量 ， 而 且 还 含有 域内 未 知 量 。 为 了 把 
域内 积分 化 为 边界 积分 ， 设 


m (Q, =а1(@)4"(0) n=0,,2,", (7.8) 


WO ча Poi Q, dQ 


= ате fo a” Qu (Pes QdQ (7.9) 
式 (7.9) 可 以 化 为 边界 积分 ， 即 
а? [р q'u, dQ= ат Сиш, +Í. (um pr 
-ph ui)dT] e=1,2,3 (7.10) 
将 式 (7.9) 及 式 (7.10) 代 人 式 (7.7) 中 便 得 ， 
Cou +f [phu-uh p ld +e Сым, 
+ [OPR ир cun ph yd la: 
= Јово елке, 7.10) 
式 中 42, 为 位 移 场 ; Р ЖШ, БП 
Bg f aw 


其 中 oi AENA, БУУН FARR: 
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оң, = Аў, ua G (Ue, st и, (7.13> 


当 坐 标 函 数 g"(Q) 选 定 后 ， 而 位 移 场 u, 可 用 下 列 平衡 方程 及 其 
边界 条 件 确定 : 

(А+ Си yt Gul, п = 6. q"(Q) (7.14) 

Жир ыр { 1 е= 1 

0 е# 1 


当 坐标 函 数 q"(Q) 选 定 后 ， 位 移 场 也 可 以 利用 式 (7.10), (7.12) 
及 (7.13) 确 定 。 

坐标 函数 g"(Q) 的 选 定 决 不 是 唯一 的 ， 也 可 以 选择 B ERE 
数 构成 。 因 为 这 些 坐 标 函 数 只 用 来 逼近 惯性 项 ， 因 此 可 以 选择 很 
简单 的 形式 。 例 如 ， 坐 标 函 教 可 以 采用 下 列 形 式 ， 


q"(Q) = r(P,,Q) ， (7.15) 

式 中 r(P,,Q) 为 点 至 Q 点 的 距离 。 这 时 ， 由 式 (7.10) 可 得 : 
n _[(9-10ш\ rer: гэ ' 
«= [( 79 x), r? етек (7.16) 


. 式 中 六 =Xi(Q) — x, (P) 
如 果 坐 标 函 数 采 用 一 个 常数 C， 


q"'(Q)= C (7.17> 
Ш а= С (7.18) 
(三 ) 样 条 边界 元 法 


本 节 以 平面 问题 为 例 ( 图 7.1 ) ， 而 且 体力 也 与 时 间 有 关 。 
如 果 将 整个 边界 厂 分 为 M 部 分 ， 则 式 (7.11) 可 变 为 
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и 
CaP u Past) + Zalen(Po,s,t) 


> и Е 
+өгС,. (Р,) и", (P,, P.) + ып... (Pess) 1 а: 


= /(Р,,), e,k,l=1,2 (7.19) 
式 中 /ep.p=[ u P. QQDU  т,20) 
Tm (Poss,t) 


= {pa Po -us PaA DT (7.21) 
Tac Pss)= | t php. y, (Pn) 


—uk(P,,s)p1 (Pns) лаг (7.22) 


其 中 s 是 边界 Г BQ KAR, 1 是 时 间 。 式 
(7.20) 可 以 化 为 边界 积分 。 

利用 式 (7.19) 可 以 建立 样 条 边界 元 法 . 
的 计算 格式 ， 下 面 介绍 几 种 具体 做 法 ， 

1。 第 一 种 方法 

如 果 将 边界 三 。 分 为 Wu 等 分 

So KLS LSLS, 2= N, 
则 式 (7.21) 和 式 (7.22) 可 变 为 下 列 形式 ， 


. 
Hin(Po, ss,1) = 024 [bh (PoS) ш, (5:, t) 
= ut (Po, si) p(si,t) J h, (7.23) 
А Nm = 
TienlPoss) = СРД (Possi) и, з) 
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-ug Poss) D3 (Pass) ] hm (7.24) 


式 中 A 是 与 数值 积分 法 求 积 公 式 有 关 的 系数 ( 见 第 一 章 ) Р, 
EARTE, Pess (= 0,1,2, М) n=0,1,2, Nao 
将 式 (7.23) 及 (7.24) 代 入 式 (7.19) 便 得 : 


Ы x 
R,(P.,t = Cri (Po) ш. (Post) + Tn(Po,si,t) 


+ е[С.‹Ро) и, (Prs Po) + Eu... Poss) 4:09 


-filPo,t) e,k,l=1,2 (7.25) 
KPR СР, LP. ARRA HRT. 25) Eh 


(R =C H Jin {hint [H {t han) = (CK) Р 


+ [KIsn{p}an) + ([J (а Са {2}:n)] 
= 从 二 (7.26) 
因为 lam (Sist) = q'(s) ap, (tD (7.27) 
因此 (uka = Са" (002.44), £ (7.28) 
Жоо Aah [E]ni uhan (7.29) 


АЧ. {uhim = [uo ш u, e шщ] 


{а},„= [ae ар "~ aT 


9% (5) 41 (50) +, 9" (5) 


ае: НОО НУ етеда) 
q°(s,) ql(s,) + q'(s,) 
СЕЈ, = Га" 65022" TaD 


其 中 z= N, 
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将 式 (7.29) 代 入 式 (7.26) 便 得 : 
{R}= УШНА + СН, (а) СКОРА 


ЕК РЬ 0) + (CMa{ + М2, ч.0 


-4ј} (7.32) 

AP [Ml = PL lemn E]n (7.33) 
С, = ([C]s+ Anl D „ЛӘ Jen 

АС СЛР (7.34) 

ка (7.35) 


EC, CCa , 


Az “Cpl 12%. 
Ср"), = (7.36) 
[Р* 11 [ps = 
~ [a [su°J,, 5 
Lu], = (7.37) 
` [uJ [4*1,.2 
[A]n= diag([4),, [L2J,) (7.38) 
СА], = diag(ho, А, Aas "e, 4,) 
~ (tuaj {шаһ + {ша}, 
[ul =! (7.39) 
“tuaja {ша e {ш}, 
~ es (bal с" {ра}, | 
[bla = | (7.40) 
Р} (bal, e: {раз}, У 
ЖР аар, = арб) ut (Pns) К 
s (Б, Л" | 
‚ (7.41) 


{ры}, = [ph Passo) Ph (Passi) | 


` Pa (Pass,)] | 
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k,1 = 1,2。 其 余 记 号 与 第 四 章 84.4 相 同 ， 详 见 式 (4.86) 至 式 
《4.96)。 由 式 (7.32) 可 得 : 


{R}= [HI{u} + [M] {u}-CKHP}- 4f} (7.42) 
式 中 [H]=[[H:] [7]:] ) 


CK]=[CK]，[CK]:] ， (7.43) 
[MJ=[LEMJ, [MII : 


{= а (yn 
{p= HP) {РЫЛТ 

其 中 (Hls [ЇН] {Н+ СНЕ] | А 
[K1l,=[ КЇ, [Kl ° СКО.) (7,44) 


[MJ),=[LMJ)a {Мы <° MI] À 
tuy i= Цан {шй s dubiu” 
(ph = HA АРМ +" APT 


利用 配点 法 可 匆 ， , 
{R}={0} : (7.45) 
将 式 (7.42) 代 入 式 (7.45) 可 得 : 
сни + Муш = CKI{P} + (fy (7.46) 


式 (7,46) 是 一 个 常 微分 方程 组 ， 利 上 站 它 可 以 求 出 弹性 力学 
态 振动 问题 的 动力 响应 。 式 (7。 46) 的 求解 方法 见 文献 [6 1, 如 果 
不 计 体力 ， 则 6b; = 0， 因 此 {f}=10}。 
2。 第 二 种 方法 
如 果 用 三 次 B 样 条 函数 来 交 近 边界 未 知 量 ， 则 由 第 四 章 可 
яп. 
ura (5,1) = Ф (5) JAA) Jim 


Dbi(s t) = [0(s) ЬО), 
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(7.47) 


式 中 


Хај. [ue а} G, … a,-, wu, 


{b}in= Сре b, b, bas ФР, 


将 式 (7.47) 代 入 式 (7.19) 可 得 : 


CH, (ai, + Н {аһ + 2, ado} 


+M lin 9,0740 + Ў СКБ. 


+СК 2,46}? 


由 此 可 得 ， 


式 中 


其 中 


LHJ(ay+[M3(a) = КЬ} + {f} 
CH]=[C53， 192,7) 

[KJ=[K] [RI | 

[MJ=[LM], бйз.) 

{а} = Сарт 4a}, {b} = [fb 40)" 
{а}, = Са, {асе Хан," 

Ыр, = СЫН, АЫ (yz 


[Hl =[[ Ha (Hla СН, 2 
СК. = ПК. ГКО. е СК) 
См ,= М [Mha * СМА] 
НЕН „+ СН 2,077, | 
СК. = СК, „СМ, + СК, 2 | 


{@Ми„=їМ ны „+ [M TUN, 2 
EN]。= [B]。[Q]。。，[N']。=[B']。[Q]。 


《7.48) 


(7.49) 


(7.50a) 


(7.505) 


(7.51c) 


277 


式 中 [BJ。 和 [BJ]。 分 别 由 第 三 章 的 式 (3.69)、 式 (3.70) 确定 ; 
CK lin MCH Jint 504 E A (4.90) Ж; Holim [Kelin fit 
СМ ,Ji 可 由 下 列 公式 确定 : Ë 


ЕН], = һ„[Р%(5у,5) 131 


LK olim = hi[u1(s;,s)), L), (7.519) 
[M6]Jim= С07 


Җи {Р°1и„ ], | [u°], 


[p°], s 


式 (7.515) 利 用 第 五 章 式 (5.98) 确 定 。 

式 (7.49) 是 一 个 常 微分 方程 组 ， 利 用 它 及 式 (7.47) 可 求 出 弹 
性 力学 朋 术 振动 的 动力 嘱 应 。 

3。 第 三 种 方法 

如 果 将 边界 三 "分 为 Yun 等 分 ， 则 


[psl = [ ] (7.516) 


Сие... 


ш, = E tau | 
ii (7.52) 


PSD = bapa (D | 
AP z=N,, HORAE —Ж#Җ (1.27) BJ JÉ Ж, ult) 
EU (sot), Pa (0) = pi(s4,t)。 将 式 (7.52) 代 入 式 (7,19) 可 得 ， 
Банан t LHI (аә + СМ, 


ЖМ {ин = УУККА РИ tK {РЬ 
+ {f} (7.53) 


式 中 [HJ 和 [KJ 由 第 四 章 式 (4.136) 确 定 ， 而 CM]m 由 下 列 ; 
公式 确定 : 
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(M3,,.= PLI ИГЕ (7.54) 
式 中 ЕЛ, = [C1,rul,, + ,һ + М1» (7.54а) 


-1{$ї+1 \ 
[y = DS EAI) | 


i 


(7.54b) 


2-1 {Sit! | 
[yas DS Endro | 


Si 


其 由 2= Nns Men СРО, „Н FIARE: 


ut, uh, uja = ul, 
с. = | | 
ut, ul, u = ar" 


pi pi р, pi 
eie a бы и 
рё, pih Рыс pih 


bt pt. uti ut, 

| | тебе ] 
bt pt 2 ut, ие" 

из =u, (Pass), р? = pl (P,,s) 

uk =us(Pa, s) Ph = pr(Po,s) 


( 四 ) 计算 例题 

为 了 考查 这 个 瞬 态 振动 样 条 边界 元 法 的 正确 性 ， 我 们 对 文献 
[5] 的 两 个 例题 进行 计算 。 计 算 结果 表明 ， 利 用 样 条 边界 元 法 计 
算 朋 态 振动 问题 是 一 个 经 济 有 效 的 方法 。 

【 例 7.1】 图 7.2(0) 是 一 个 平面 问题 ，E =10°, р= 0.25, 
.P=1.0; 受 图 7.2(b) 所 示 的 瞬时 剪 力 作用。 利用 样 条 边界 元 法 计 
算 这 个 平面 问题 的 瞬 态 动力 响应 。 

本 例 采 用 三 次 样 条 边界 元 法 进行 计算 ， 将 整个 边界 分 为 4 个 


279 


区 域 ， 每 个 边界 又 分 为 4 等 分 ; P, 取 边界 结 点 ， 并 令 P。= s, 
(п= 0,1,2,++, Na); 所 得 up(A,t) 的 计算 结果 见 图 7*2(c)， 
un(A,1) 是 4 点 水 平 位 移 的 动力 响应 。 这 个 结果 与 440 个 自由 度 的 
有 限 元 法 计算 结果 非常 接近 ， 但 样 条 边界 元 法 算出 这 个 结果 肝 只 . 
有 40 个 自由 度 。 


ad Sch peu) 


4 u, (Ay 


й Е \ ALN 


А — k 
Fa ` 一 一 有 只 元 过 


НЫХ 


7.2 


【 例 7.2】 [&7.3(4›&—/ РШ АЯ, i A L Е =10°, 
и= 0.2, р=1,0; 受 图 7.3(0) 所 示 突 加 荷载 的 作用 。 利 用 三 次 : 
样 条 边界 元 法 计算 这 个 平面 问题 的 动力 响应 。 

本 例 将 整个 边界 分 为 8 个 区 域 ， 每 个 边界 区 域 又 分 为 4 等 
分 ; PP, 取 边界 结 点 ， 并 令 P,=s。(n=0,1,2,…,N。) ; 所 得 
Wa(A,1) 及 uy《(4A,t) 的 计算 结果 分 别 见 图 7.3(c) 及 图 7.3(d)， 
uz(As1) 及 4y(A,1) 分 别 为 4 点 水 平 位 移 及 竖 癌 位 移 00325 JJ wq: 
应 。 这 个 结果 与 202 个 自由 度 的 有 限 元 法 计算 结果 非常 接近， 但 : 
样 条 边界 元 法 用 48 个 自由 度 的 计算 模型 就 可 算出 这 个 结果 。 
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图 7.3 
87.2 薄板 振动 的 样 条 边界 元 法 


(一 ) 边界 积分 方程 
薄板 振动 的 边界 积分 方程 可 以 直接 从 第 五 章 式 (5.40) 和 式 ; 
《5.41) 写 出 来 ， 即 
С‹Руш‹Р,) = | LWP, Vs,- OP,S) Mas,t) 
= ИФ. (P,s)u(s,t) + Me,(P,s)0(s,t)JdT (s) +T, 
- (5 ош? (P, QWQ, Ð dQ + f, (7.55) 


281 


CPP, t) = [Гө (Р, а, - 01‹Р,УМ„(з„) 
-V*,(P,s)u(s.t) + Mt,CP,s)0(s,t)JdI (s) +T, 


-fo рш? (P, QWQ, Dd Q+ fa (7.56) 


AR f= | оотР,092,00,0400Ф) | 
' (7.57) 
F= |®1‹Р,0›2,(0,аа‹О› | 


式 中 p 是 薄板 的 单位 面积 的 质量 ，Q 是 板 上 的 任 一 点 ， 其 余 记 号 
与 第 五 章 相同 。 


wo _ 
w(Q,t) 2a tg.(Q) (7.58) 


ЖИ pwr P, QOU, DAA = е| wP, OCIA a} (7.59 


式 中 [9]= 9.00) q, (Q) … а,(О)1 


{a}=[aolt) а, (0) = as(t)]7 
其 中 z= NWn。 式 (7.59) 可 以 化 为 边界 积分 ， 下 面 介绍 三 种 方法 ， 
1。 第 一 种 方法 
W Dv:v2u,(Q)=q (Q) QEQ (7.60) 


式 中 v=} 10.9.) (7.61) 
则 式 (7.59) 可 变 为 下 列 形式 : 
ja Р.а, 00ао= CCP)u, (Pa P) 


= f LWE CP, V ne (Р,,з) ~ OFP, M, P,,s) 
一 Vš, (P.s)u,(P,.s) + Mt, (P.s)0,(P,,s)JdT (7.62) 
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起 中 h=1,2。 

当 坐 标 函 数 9。(Q) 选 定 后 ， 可 以 利用 式 (7.60) 求 出 w.(Q)。 
坐标 范 数 9.(Q) 的 选 定 决 不 是 唯一 的 ， 如 果 坐 标 函 数 采用 下 列 形 
AÅ: 


ae (Q) = r(P,,Q) (7.63) 
则 利用 式 (7.60) 可 得 ; 
ш,(О) =r"/225D (7.64) 
利用 相应 的 公式 可 得 0,(Q). M,.(Q)K И, (О) 的 表达 式 。r 为 
五 ,点 至 Q 点 的 距离 。 
2。 第 二 种 方法 
it үу24,(0) = 0 QERQ (7.65) 
У:Е,= w (P,Q) k=1,2 (7.66) 


则 А Е 9F да, 
Jari P Qa do = | _(а,$Ё®- ғ,дә)аг asr 


式 中 9.(Q) 按 解析 函数 的 完备 系 确定 。 如 果 设 
z=x+iy, Z=x-ig 


则 式 (7.65) 可 变 为 下 列 形式 ， 


Vig=4 -0 (7.68). 
它 的 一 般 解 为 

gq=qp(2) + g(2) (7.69) 
式 中 (z) 是 解析 函数 ，9(z) 是 它 的 共 气 。 解 析 函 数 的 完备 系 为 

1, Z, 22, зеш", +s (7.70) 
式 中 2" =(Х+ у)" =г"(соѕл +1з1пп@) (7.71› 
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由 上 述 可 知 ， 式 (7.65) 的 特 解 就 是 式 (7.71) 的 实 部 和 虚 部 ， 
;因此 


д,=1,х,у,х®—у%, 2ху,х%—$ху, 3х%у—у%, * (7.72) 


或 q.=r"cosn0, r"sinn0 (n=0,1,2,** ) (7.73) 
- 式 中 0 为 z 的 向 量 与 x 轴 的 夹 角 ，r 为 的 模 。 

3。 第 三 种 方法 

如 果 设 Ds qu* (7.74) 
Е [,а9"40 = | „созт, аг (7.75) 

如 果 设 Шла =qu*r (7.76) 
则 { eu"ao- [ Fcosvar ч (7.77) 


式 中 ?为 PQ。 的 延 线 与 %(Q。) 的 夹 角 ，g 以 P 点 为 极 的 极 坐 标 形式 
夷 示 ，r = 为 极 坐 标 。 当 坐标 函数 q 选 定 后 ， 玉 利 用 式 (7.74) 
或 式 (7.76) 确 定 。 

(二 ) 样 条 边界 元 法 


如 果 将 边界 分 为 M 个 区 域 ， 则 式 (7.55) 和 式 (7.56) 可 变 为 下 
IER: 


M = 
С‹Р,)ш,(Р,,) = PIL, st) +TP Ait)- f, 


+f, (7.78) 
- 式 中 w=w, ш, = 0, шу = j 
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fe- x Í F CP a s,t)cosydI` (7.79) 
modla 
x $ А 
а= Ўр |p [F lmcosp dr {a)n (1,80 
m= Г» 
[FJ=[F, (P,,s) Е,(Р,,5) 


… ЕК,ОР,,5)] 


ЖЕЕ,ЖЕ, н Ж (Т.Т60йж„ Жаа 5 % T. We AB PJ C 
85.3), А= 3 的 积分 方程 为 补充 方程 。 


< 
of —3 2 ! o 
n A 
at 5 
РА Q 2 
4r f 
lo 
012 Š 4 
97.4 
1。 第 一 种 方法 


如 果 将 每 个 边界 区 域 分 为 Mu。 等 分 (图 7.4 ) ， 
So LSLS LKS, z= N. 


S= So tihns В = 541—652 1,/2 
则 式 (7.78) 可 变 为 
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к 
В,(Р,,#) = СР ш,(Р,,)у- УП(Р,,з,) 


-Т.(Р,,А0 +7]ь-/ь k=1,2,3 (7.81) 
式 中 = 55 АЕ, (Paso сор (7.82) 
melemo 


fa= У e( É MEF P.S) lincosye) h, (ay, (7.83) 
«1 V 


当 R=1,2 时 ， 式 中 P。=s(J= 0,12, , N); щА= ЗВ, 
Р,= Aj(j=1,2,…,L)。 由 式 (7.81) 可 得 ， 


р {ш} -EM Jemin ШНА} + К1 {М}, 
+[G]sntzjs) ~ ETAc} = 47), k=1,2,3 (7,80) 


Жр {Ш}„=Ш, U, U, k Und 
U=w, OV,, Mn wi z= Nn 


DJen =V Jen + А7, (7.85) 
V Jin = hn CV e 2,4], + СС255,, ` 
[Mlin = h [Me 2,42, — СС285,, l (7.86) 


[HJsm= ВГА, СКЈ, = hn 67,42, | 


th= Ў БЕЗ, СА).4созу,Ь, (7.31) 
[GJen= Analt 1„(ЁЛ1„{созу, }„)@[41;' (7.88) 


:其 中 ГЕЈ,„ = LF (5, 5,00, k=1,2 
[FJ = [F(A 5,0903 (7=1,2,+=.1) 
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} (7.89) 


СЕУ, = СЕ во) СЕ (81)] e EF00J, | 


[F(s)Dla = [Fl @1=0,1,2,,z 


mk V (7.90 
Е, = F.(sps) Ё=1,2 

Fp = FAs) k=3 s 

[41„ = [qaJ, qa = 4,($),› 1,е= 0,1,2,+#,2 (7.91) 


[AI]@[B] 叫 做 矩阵 [A] 与 矩阵 [BJ] 的 Kronecker 乘积 ， 也 . 
称 矩 阵 的 直接 乘积 ， 即 


LAJ@LB1= [aG [BJ] (7.92} 


其 祭 记 号 与 第 五 章 相同 ， 见 式 (5.63) 一 式 (5.85). H 5 (7.84) 
可 得 : 


CDJAw} + [CGIAw} = CMIAO + LHIAV} -CKIAM} 
+[T]{c}+ {7}, k=1,2,3 (7.93) 

式 (7.93) 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 关 ， 计 算 时 必须 引入 边界 
条 件 及 角 点 条 件 。 

如 果 薄 板 周边 无 角 点 ， 则 AM ,= AM:,,= 0， 因 此 ，{c} = 
[Rjim = 0。 在 这 种 情况 ， 可 以 删 掉 &= 3 所 示 的 补充 方程 ,然后 
引入 边界 条 件 。 

如 果 薄 板 周边 固定 且 有 角 点 ， 由 于 边界 上 a= 0=j = 0, Др 
{ш} = {0} = {с} = {0}。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 删 掉 = 3 的 补充 方 
程 。 

如 果 薄 板 周 边 前 支 且 有 和 角 点 ， 由 于 边界 上 w= M.= A= 0 ， 
则 {w}= {М} = {0}。 

如 果 薄 板 周边 自由 且 有 角 点 ,由 于 边界 上 M,= М, = И,= 0,. 
而 且 角 点 的 小 与 9 存在 一 定 关 系 ， 则 {M}= {И} = {с} = {0}。 在 这 . 
种 情况 下 ， 可 以 删 掉 &= 3 的 补充 方程 。 
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对 于 混合 边界 及 角 点 支撑 的 问题 ， 按 第 五 章 的 办 法 处 理 。 由 


上 述 可 知 ， 当 {w} = {0}, 则 式 (7.93) 便 是 静 力 问题 的 基本 方程 。 
由 式 (7.93) 可 得 ， 


см(0) +26200) =СНУР) + {f} (7.94) 
式 中 {U}=[{w}" {0} I", {Р)= И)" {M}" {с}Т]7 (7.95) 
201, -[M]:> CG]: LO] 
[GI=| [Dh -LM3J, | [M]=| [c]， co] (7.96) 
МЮ, -IMJ 2 UG] [07 
[ЇН -LK1, [T] > 
ах гиз, - TK. CT], | (7.97) 
ЇН], -СК2, 072, 
OUH (F URI (7.98) 


式 (7.94) 是 一 个 常 微分 方程 组 ， 利 用 它 可 以 求 出 薄板 的 动力 
网 应 ， 但 要 注意 引入 边界 条 件 及 角 点 条 件 。 当 引入 边界 条 件 及 角 
点 条 件 后 ， 则 式 (7.94) 便 变 为 下 列 形式 ， 

ГАҢХҮ+ЕВ{Х}={/} (7.99) 
AFA], [BR (X) 535 A FR f ЖЕН Ж. | 如， 对 于 
周边 国定 的 薄板 ， 则 

{Х}=[{ш}7 {VFF} {MFF 
[G]: [0] 208) 
[G]: [0] [0] 
[0] -LH], CK]: 

[BI]= ] (7.101) 

го -LH], [K] 
: 式 (7.99) 的 求解 方法 见 文献 [6 1, 
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(7.100) 


2。 第 二 种 方法 
如 果 将 边界 六 "分 为 Wu 等 分 ， 则 利用 式 (5.92) 可 得 ， 


УЗСр2,„ {а}, - СМ2,„(60. -LH IentV hat EK aa СМ2 


+[GJ),.( wm) + (EDo lint hn -CM oJint0 n 


СНИ + [K olent M’ hnt CG, Jand hn) 
-—[Т1{с}={/},  k=1,2,3 (7.102) 
式 中 {1U’}= [Us Ui U; 6 ШТ 
U=u, 0, V,, М,, w 
如 果 边 界 未 知 量 采用 三 次 B 样 条 函数 来 逼近 ， 则 
U(s,t) = Гф(5) 750) y, 
Н; 


武 中 {5},= (0, S, S, ++ 5,1, О," 
5=а, b, А, В 
将 式 (7.103) 代 入 式 (7.102) 可 得 ， 


(7.103) 


Хабра, (б (аә = ЙЫ 


+[H1 AY -СКТ, (By) +07160} 
={{}„ k=1,2,3 (7.104) 
RP б=т Ы„+ [Go JenLN J, (7.105) 
式 中 [G。Jn 可 以 采用 下 列 形式 ， 
[Gojen= [0] 
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[GJsw 利 用 式 (7.88) 确 定 ; 其 余 记 号 与 第 五 章 相同 。 由 式 (7.104)* 
可 得 


[六 (af+ 62,44} = CMA} + CHI A} -CKRIAB} 


+[TJa{c}+{f},  k=1,2,3 (7.106): 
由 此 可 得 : 


AHP} +EGHUW}=LAHQ +473 (7.107) 
uh 40р Ча)" (62, {Ор HAF {В} {с}т]' 


[4]，[ 万 ] 及 [G] 的 形式 与 式 (7.96) 及 式 (7.97) 相 同 ， 只 要 
这 两 式 加 上 一 线 就 行 了 。 

3。 第 三 种 方法 

如 果 将 边界 三 分 为 N。 等 分 ， 则 


Us,t) = юй, (1.108) 


式 中 z= NV。，ge(s) 采 用 式 (1.27) 的 形式 。 将 式 (7.108) RAR. 
《7,78) 可 得 : 


C(P Ou, (P D =}; x= [(, о.о), ә 
(0..9? оәаг)мо 
-([ Vs (Рао tes) ar Jw 
+ (| uz, (Р,,5)%, (ѕ)аГ Jaw ]+ T,(P,, Ast) 


-ЖА(Рь, + (Р) k=1,2,3 (7.109)- 


式 中 шу= ш, шу=б, w=% 


M э-1[Ў$ї+1 
PQ = |" EPs Deosy drs) (7.110) 


nej t= 5; 
本 Ж 
РР, У (0 E| ГЕһ„созуаГ){а'„ (7.111) 


sis, 


z-1 (Sai 
Ha(Po,s) dT = | H (Pa sd (7.112) 
m t=0 


5‹ 


šj 


or 


由 式 (7.109) 可 得 : 
1,4), +161 (9), = УУМ, 


+CH Jemi hn L Kl, (MY) HETAC} + 7), (7.113) 


KP {fh Sfi Sot) faist) ++ fad) ) 
{/}»=Ё/»(5,) f.(si t) ++ },(5,,)]7 | (7.114) 
{f}s= С САДа, 0) ++ fs (Arn DI 


CGn =P laa El  k=1,2,3 (7.115) 
Sisk = 

Ulma [S СР, s) incosy dr] (7.116) 
s 


其 余 记号 与 第 五 章 式 (5.118) 一 式 (5.128) 相 同 。 由 式 (7.113) 可 
得 ， 


[MMU}+IGHU}= [HIHP}+ {f} (7.117) 
所 有 记号 与 式 (7.94) 相 同 ， 见 式 (7.95) 一 式 (7.97)。 


(三 ) 薄 板 自由 振动 
如 果 只 考虑 薄板 的 自由 振动 ， 则 2Z。= 0。 如 果 令 {XX}= 
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{X*jsinof， 则 式 (7.99) 可 变 为 


CAHX*}= oCBI{X*} (7.118» 
Ap @ 为 自 振 频 率 。 利 用 式 (7.118) 可 以 确定 薄板 的 自 振 频率 . 
及 相应 的 振 型 。 


【 例 7.3] 利用 样 条 边界 元 法 求解 四 边 固定 薄板 的 自 振 频 率 ， 
Б а=6=1, P= 1，D= 1。 利用 样 条 边界 元 法 求 出 的 Н Dec 
频率 列 在 表 7.1 中 。 

表 7.1 薄板 的 自 振 频 率 

ARAR | 样 条 边界 元 法 | 样 条 有 限 点 法 


36.03 
73.42 


73.64 


108.49 


132.47 


57.3 局 亮 振动 的 样 条 边界 元 法 


(一 ) 基本 方程 
弹性 扁 壳 振动 的 微分 方程 可 以 直接 从 第 五 章 的 结果 列 出 来 , 
即 
Ls(#,0,w)+X/B=0 \ 


L,(u,v,w)+Y/B=0 } (7.119% 


L,.(u,v,w)+Z/B=0 2 
ЖР u=u(Q,t), v=u(Q,t), w=w(Q,t) 
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X=- 400,0, Y= -po(Q,t) 
Z - Z.eQ,t)—- pu(Q,t) } 


式 中 одада ВАНО, Q а ЕМЕН, KRE 
эзш жены. 
(=) 边界 积分 方程 
由 式 (5.25) 和 式 (5.26) 可 得 启 党 的 边界 积分 方程 
CPP, t) = f EU IAN} -EN IAUDATs) 


+Titfe  k=1,2,3,4 \7.120) 
式 中 Fas fy 20Р, OX(Q,) +P, OY Q, D 


+w (P, Q)Z(Q, H) Jd 

чу= ш, u.— D, Ws= ш, 8,50 

[U*J,=[ ut, чі, we 一 0 

СМ, = СМ, Nt, Vš, -Mil 
AU)=[u,Gs,t) u,(s,t) wls,t) 0(s,t)Jr 
ANy=[N,(s,t) N,(s,t) Valst) MCS) 
= Fe(P,s) 


T, 代表 角 点 的 影响 。 扁 壳 的 角 点 只 对 扁 沉 附近 的 区 域 有 较 
大 的 影响 ， 如 果 用 一 个 非常 小 的 圆 绝 代替 角 点 ， 则 对 扁 壳 大 部 分 
殉 域 的 影响 是 非常 小 的 。 因 此 ， 对 扁 壳 可 以 忽略 角 点 的 影响 。 


ЖАХ == 0, 7=7,-еюш(О,1), ЙЇЗЇ(7.120){#19% 
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CP Yu Р) = | CUAN -ENU Dar 
+T,+f,+ f, (7.121) 


式 中 Jy,= [,=20Р.,92,с0,0а09 | 


{ (7.122a) 
Л.= fy wPo OW Qa | 
设 00,0 = аса.) 
则 f. = pf wE Po Q talaQ {а} (7.122b) 


式 中 [q)=[q.(Q) q,(Q) … aQ 
{c}=fao(t) a(t) = a,G()Jr 
其 中 2= М 式 (7.122a) 及 式 (7.1220) 可 以 化 为 边界 积分 ， 


A= [FiPosss teosy dT | 
ap 《7.122c) 
元 =(| 2tFlcosvar) {a} J 


由 此 可 得 ， 
一 s P а, \ 
һ= Ў | Fun о»2,0)с057аГ | 
Рр a . | (7.122d) 
F= 50], [F]incosy dT (a), J 
( = ) 样 条 边界 元 法 


如 果 将 扁 壳 的 整个 边界 分 为 订 个 区 域 ， 又 将 每 个 边界 区 域 分 
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为 ,等 分 (图 7.4)， 则 式 (7.121) 可 变 为 下 列 形式 : 
XN аби) +UN sa (и, Va (а) + EMI 00), 


-@Ш{М„}„- О, ЫМ a }n 02) 
+[0),(M,),, + LMI (0), = (f) (7.123) 


由 上 述 可 知 ， 式 (7.123) 可 以 代表 五 种 方法 的 计算 格式 ( 详 见 
$5.4): у 

1、 第 一 种 方法 

СМ,3,, СА, 7, «6, 02.0 2405.169)~ 2 (5.175) 确定 
《 见 第 五 章 ) 。 而 [34], 由 下 列 公式 确定 ， 


[az]。=[[M]T。 СМ. CCM)a СМ21.17 (7.1240) 
Ж СМ2,„= phaLFJen(CAln{cosy POLE]  (7.124b) 
(Flas Fts.) Fesi) + Ебз,) 10, (7.1240) 


(Ess) Falsos) 6 F,.GsosoO j 
= i 


FGO] =| Рабу) Fi(siss0) e ЁКү(з1,з) ，(7.124d) 


š Н Н š | 
| 


|z: а u 
Е, (SSO Fi (Sy Si) *** F,(Sy S ) ~ 
я, 
LF6(s)l= Fp] [F,(s,s.)3 (7.124) 


` 2。 第 二 种 方法 
在 式 (7.123) 中 ， 用 {а}, {Б}, е, {0}, 代替 (u), 


{вд ә М.) MEN, Ins CÑ, Jas s CO In R 
LN,Jn， ГЇЛ, +, COl MEHM X (5.179) ~A (5.180) 确 
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ж, 而 [用 J, 由 下 列 公式 确定 : 
ra, = Mn Lh IE (Мы MIn] 
Min = LM Jen NJ 
3。 第 三 种 方法 
LN]。，[N,]。，…，[b]。 由 式 (5.215) 一 式 (5.217) 确 定 。 
而 LA]Jsw 由 下 列 公 式 确定 ， 


LM1,, = РЕЈ2,„СЕ1„ (7.124f) 
Sai — 
式 中 [JJm=[ CFP,s)Jeosr dr ] 
5; 


4。 第 四 种 方法 

式 中 CN]。，[N,]。，…，[9], 的 形式 与 式 (5.215) 和 式 
(5.216) 相 同 , 18 СР), 由 式 (5.221) 确定 。 而 [Mjsm 利 用 式 
《7.124f ) 确 定 。 

5。 第 五 种 方法 

ДЕҖ(7.123)#@, (а), {5}, (0), 分 别 代 替 {4,}。、 
{u jw、…{M jw。 而 [No。]w。、[V,]。、…[9]。 利 用 式 (5.215)、 
式 (5.216)、 式 (5.221) 和 式 (5.224) 确 定 ;[MJ,n 利 用 式 (7.124f) 
确定 。 

式 (7.123) 与 边界 条 件 有 关 ， 引 入 边界 条 件 后 可 变 为 


[AJX}+ CBIX}={f} (7.125) 


式 (7.125) 是 一 个 常 微 分 方程 组 ， 利用 它 可 以 求 出 扁 党 的 动力 64 
应 。[4]、[3] 和 {X} 根 据 扁 壳 的 边界 条 件 确定 ， 例 如 ， 对 于 局 
边 自 由 的 扁 克 ， 则 
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{X= а, (u, (wy {FPFF 
{4}=[[0]. [0] [M] [07] 
[3]=[I[LV。] EN,] [V,J [M,]] 
Ç 四 ) дй B 0 3835 
如 果 只 考虑 扁 沉 油 自由 振动 , 则 2Z,= 0。 如 果 令 {XX} 
={X*jsinot， 则 式 (7.125) 便 变 为 
CAKHX*} =o [BHX*} (7.1250) 


利用 式 (7.125c) 可 以 确定 扁 壳 的 自 振 频率 及 相应 的 振 型 。 
【 例 7.4] 已 知 四 边 固定 圆柱 薄 壳 的 下 列 资 料 ，c=b= 1, 
E=1, p=0.3, d=0.005, p= 1， 利用 样 条 边界 元 法 求 它 的 


自 振 频 。 计 算 结 果 列 在 表 7.2 中 。 


381.2 圆柱 薄 壳 的 自 振 频率 

ПЕЙЖ | 样 条 边界 元 法 | 样 条 有 限 点 法 | 有 限 条 法 
Оэ | бюз. | 033 | ою 
Оӊ | саз? ИШЕ Шш 


$7.4 拉 普 拉 斯 变换 法 


瞬 态 振动 问题 是 一 个 非 定常 的 振动 问题 。 对 于 非 定常 的 弹性 : 
动力 学 问题 ， 可 以 采用 拉 普 拉 斯 变换 法 。 


(一 ) Laplace # № 


函数 (1) 的 Laplacs 变 换 定义 为 
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FOLO] = fedt (7.126); 


式 中 f(t) 为 仅 有 限 个 连续 点 的 分 段 可 微 函 数 ， 当 1<0 时 ， 
f(t) = 0; 2 为 复数 ;利用 分 部 积分 法 可 得 ， 


У 


LLf1=2F(2) —f(0) | 


р Ка (7.127). 
LEf]=2}F(2z)-zf(0)-f(0) 2 
拉 普 拉 斯 逆 变 换 定义 为 
IOLE] = 二 | Foardz (7.128), 


(=) 基本 方程 的 变换 
式 (7.2) 所 示 的 弹性 动力 学 平衡 方程 可 写成 下 列 形式 ， 


(210и telas Ebi, (7.129) 


式 中 ,为 压缩 波 的 波 速 ，c: 为 剪 切 波 的 波 速 ， 即 


с{=45©. c= (7.130)， 

域内 任 一 点 的 应 力 公式 为 

ous=Pp[L(cit—2c3)u rd + CIW + Uy, 0)] (7.131), 

利用 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 式 (7.129) 及 式 (7.131) 可 变 为 

Cei =e Usut eiUs, -2U + Х/о=0 (7.132) 

сз = АО,, д, + GU os +U) (7.133). 
式 中 X=p(Bit uit Zugo) (7.134): 
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U ,(Q,z)= L[u,(Q,1)1 ) 
B.(Q,z) = L[b,(Q,t)J 
边界 条 件 为 
U.(Q,2)=U.(Q,2)= Ібн 000,001 Ни 
(7.136) 


(7.135) 


Р,(0,2) = Ё.00,2)= ІР.00,01 QET» 
(三 ) 边 界 积分 方程 
式 (7.132) 可 变 为 下 列 边界 积分 方程 : 


С, «РЭШ (Р, 2) + | TPRP, Qo DU Qs 2) dT 
= | URP, Qn РО, 2AT 


+Í, ОЎ (Р, 0,2) Х,(0,2)а0 (7.137) 
НОЖА, WE TIHE: 


G Ut, + GUR, om2 Uut 3u 3(P,Q)=0 (7,138) 


1 
T.13 fh 
URP, Q, = (98а -xc (7.139) 


Arp r= PQ=r(P,Q), r,=x,(P)—- xQ) 
对 于 二 维 问题 (a = 2), MI 


коок) aG] 


хеее) 70) 


(7.140): 
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sh K 25 I MERAB 
对 三 维 问题 Kx = 4)， 则 


%(r,z)r= А„(1+ B.)—- А,Вус1/сї | 
x(r,z)r= AG +3B,)- AG +3B.)e1/c15 
式 中 A= er-zr/ca А, = е2"! 
c AS. с с.\2 с | 
в,=(@) + в. (2) +2) 
另外 ， 忆 .由 下 列 公式 确定 : 
Ph(P,Q,z)= AU. n + GU rost Urs On 
式 中 Ui Б: UR(P, 0,2) 
将 式 (7.137) 的 内 点 公式 代入 式 (7.133) 便 得 ， 
sap, = | С0,,(Р,0,,2әР,0,,ә) 
-S,(P,Q,,2)U,(Q,,z)1d ` 
+Í. D,u(P,Q,,z)X,(Q,z2)dQ 


Rp Drys Ав, „+С (UL, + О, 0) | 
5.0 = Ada Pt, „ +G( Pist Р}, 0) 
式 中 求 导数 是 对 也 点 进行 的 。 


( 四 ) 计算 方法 


(7.141> 


(7.1427 


(7.143% 


07.144» 


(7.145), 


利用 样 条 边界 元 法 可 以 建立 式 (7.137) 和 式 (7.144) 的 计算 梅 : 
式 .利用 这 些 计算 格式 可 求 出 U,(P,z) 及 cu(P,z)。 当 LU 及 cv н 
定 后 , 利用 拉 普 拉 斯 数值 逆 变 换 可 求 出 ws(P,t) 及 o6y(P,t) 的 值 。 
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ч ye E E yvPEQUT (7.146 
p=) 


ҖИР aj =ao (P) b,=b,(O0) 

为 了 人 确定 系数 04 及 bn»s， 可 先 对 式 (7.146) 作 拉 普 拉 斯 变换 。 
因为 

L[exp(byt]= 1/(2-b») (7.147) 


: 旭 式 (7.146) 便 变 为 
>) 一 e а,» 

ОР, 2) у, (7.148) 

ЖЕН (21, г, +, Zu) 并 令 bp = 2 1507.148) 
ИАЛ PWH A fE Иа», Bh 

ш, а» 

UP, = зу =b 2, =s H (7.149) 

由 于 V,(P,zx) 我 们 已 求 得 ， 因 此 对 每 个 已 点 ， 式 (7.149) К 
表 一 个 五 阶 的 方程 组 ， 由 此 可 求 出 op? 值 。 当 aip( 力 = 1,2， 五 ) 
确定 后 ， 则 利用 式 (7.146) 即 可 得 到 xi(P,t)。 

Ou(P,t) 及 pi(P,t) 的 求法 与 4.(P,t) 的 求法 完全 类似， 可 
:以 仿照 进行 求解 。 


$7.5 MEEME 


稳定 振动 问题 是 一 个 定常 的 振动 问题 。 对 于 定常 的 弹性 动力 
润 题 ， 可 以 采用 傅 里 叶 变换 法 。 


(一 ) Fourier $ ж 


BB F Инн RREH 
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Go = FUNI = 1, | [ресей (7.150> 


M27 
它 的 性 质 为 
F[f]=ioF(0) 
(7.151› 
F[ 门 =-osFo) 
式 中 i 为 复数 。 
傅 里 叶 逆 变换 定义 为 
_ сан У уг гю G 
fa) = ЕС(Ф)] = н] Co) dt (7.152) 


PDRE А, 07.129) 9р5) 
Cci -с:)0,, nteiU ss toU + В,/о= 0 (7.153), 


APUQ, о) = Еги,(0,1)1, BQ, o) = ЕСЫ, +) 7.154) 
变换 后 的 边界 条 件 为 


UN(Q,0)=U(Q,0) QET. | ` 
(7.155) 


PQ, o) =P, Q, 0) QET» 
由 式 (7.153) 与 式 (7.132) 比 较 可 知 ， 若 令 z = -io， 并 略 去 


uo 及 44。， 则 这 两 个 式 在 形式 上 完全 一 样 ， 因 此 ， 基 本 解 表达 式 、 
(7.138) 至 式 (7.143) 仍 然 有 效 ， 只 须 令 2= іо Т. БЖ 
式 中 的 0 为 激励 频率 。 


( 二) 边界 积分 方程 
式 (7.153) 可 变换 为 下 列 边界 积分 方程 ， 
СРО Р,о) + | СРаСР, 0,900 (Q,, odr 
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= |, URP, Q OPAT 


-f ОР, 0,,0),00,0)40 (7.156) 
Q 
变换 后 的 应 力 表 达 式 为 


so = fp DP Sau Jaar. | D.pao aan 


式 中 万 .及 Suo 的 形式 与 式 (7.145) 相 同 。 
( 三 ) 计算 方法 
利用 样 条 边界 元 法 可 以 建立 式 (7,156) 和 式 (7.157) 的 计算 格 
式 ， 利 用 这 些 计算 格式 可 求 间 UP,oo) 及 cu(P,oo， 具 体 做 
HERH. MUP о) Rou P, wi) 确定 后 ， 利 用 Йй m 
MAUA ар ATR СР, ORO uP, ORE. 
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第 八 章 ”几何 非 线 性 问题 
样 条 边界 元 法 


固体 力学 非 线性 问题 一 般 分 三 类 : (1 ) 几 何 非 线性 问题 
《2 ) 材 料 非 线性 问题 ，( 3 ) 混 合 问 题 ， 既 含 几何 非 线 性 又 含 材料 
非 线性 问题 。 实 际 上 ， 工 程 中 的 向 题 都 属于 非 线 性 问题 ， 为 了 简 
化 计算 ， 往 往 按 线性 问题 处 理 。 但 是 ， 有 许多 问题 ， 用 线性 理论 
是 不 适合 的 ， 必 须 用 非 线性 理论 解决 。 因 此 ， 研 究 国体 力学 非 线 
性 问题 的 计算 方法 是 一 个 重要 课题 。 

几何 非 线 性 问题 指 的 是 大 位 移 问题 ， 一 般 来 说 ， 控 制 微分 方 
程 和 边界 条 件 是 非 线性 的 ， 但 应 力 与 应 变 的 关系 是 线性 的 ， 例 
如 ， 薄 板 及 薄 壳 的 大 挠 度 问题 都 属于 几何 非 线 性 问题 。 本 章 主要 
以 弹性 薄板 大 挠 度 问 题 为 例 来 介绍 几何 非 线性 问题 的 样 条 边界 元 
法 。 计 算 结果 表明 ， 利 用 样 条 边界 元 法 计算 弹性 薄板 大 挠 度 问 题 
是 一 个 经 济 有 效 的 方法 ， 比 有 限 元 法 及 有 限 条 法 优越 。 


§8.1 基本 方程 


热 弹性 薄板 大 挠 度 问 题 的 基本 微分 方程 为 
Юу“*ш-4о,уш,,,=а+у*М„ (8.1) 
Ows1=0 i,j=1,2 (8.2) 


式 中 d 为 浅 板 的 厚度 ，w 为 薄板 弯曲 的 搁 度 ，o ,为 薄板 平面 应 J 
向 题 的 应 力 分 量 。 应 力 与 应 变 有 下 列 关系 ， 


a= Dyner— ӨТЗ,; (8.3) 
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Я 1 
式 中 EuS g Crt U TU, Wy) 


如 果 薄 板 是 各 向 同性 的 弹性 体 ， 则 式 (8.3) 变 为 


(8.4) 


А 1 
а= A Upset ZU а) + GU tuy tu, s) 


2 
- ӨТ ї,1,8=1,2 
AR A=2uG/Q-4), Ө= Еа/(1- н) 
ЗАЛУ FIRR: 
Мо= - D[u, i+ рб, ew Mro 
M.= Mann, Mne = Моп 
И = Ит; 
V e= – Diw, (22 п) (ш, акт Wr) + Mr 
AP п, = соѕ(п,х,), Ё, = соѕ(, ху) 
М, = efe, 2yzdz | 


1 (9/2 


Т = + -gj э 2 | 2)dz 


式 中 7+ 为 温度 变化 ; 4 为 泊 松 系数 。 
边界 条 件 为 


Ui =u; w= ш, W,n = Wn 


P.=po V.=V, MaMa ) 


(8.5) 


(8.6) 
(8.7) 


(8.8) 


(8.9) 


(8.10) 


上 述 方程 是 洲 板 大 找 度 问题 的 基本 方程 。 如 果 忽 赂 二 次 项 


ш, ew,y， 则 上 述 各 式 便 变 为 薄板 小 挠 度 问 题 的 基本 方程 。 
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58.2 薄板 大 找 度 问题 样 条 边界 元 法 
(一 ) 边界 积分 方程 
式 (8.1) 及 式 (8.2) 可 以 写成 下 列 形式 : 


Руш =q+ V: M; (8.11) 
Ga 80 17=12 (8.12) 
R т=о+ао‹уш,,, (8.13) 


式 (8.11) 及 其 边界 条 件 可 以 化 为 下 列 边界 积分 方程 ， 


CCP)us(P) = | гог (Р,О,Ў,„(0,)-0:(Р,0әМ„(д,) 


- М5, (Р,0,)ш00,) + М, P,Q)0Q)IdT(Q,) 
+T, +Í KOP, O 
+Mr(Q) ywi P, QIQ) (8.14) 
ҖИР k=1,2, шү=ш, ws=0 
"О! 
01 = тр 
其 余 记 号 与 第 五 章 相同 。 
式 (8.12) 及 其 边界 条 件 可 化 为 下 列 边 界 积分 方程 ， 


rilnr 


СР (Р) = | EuR CP, QPO) 
= PaP, Qaud T 
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-+{„о®%-Р,0эш, Qe, „00040 


+Í, ua CP,Q)ƏT(Q)dQO hl,m=1,2 — (8.15) 
内 点 的 应 力 公式 为 
O(P) = | EDn (P, QP) 

= S, (P,Q.)u,(Q,))Jd1T` 


+ | ,DipP,Q Vn Q WOT QVAT 


-Lf СТР, Ow, (Qu, Q) 
+D, (P,Q)ƏT,,(Q)1dQ 


C Б 
+ a DI- Dw, (Py, (P) 


+дш, „Рәш, (P) J- OT i,j,k,1=1,2(8.16) 
Жр ос; = ШӘ, сй = Drim (8.17) 


pia as[ariryrarrrs +(1-40”)ó, Ó, 


Tad 
-(1-2M”)(2ó, rir /rt+ 2дтүту/г® + ддз 
+981830) 2U’ (Ó r rit бутт, + дугу, 
+ó, r r Ü)/r21 (8.18) 


н' = Ш(1+ р) 
其 余 记号 与 第 四 章 及 第 六 章 相同 。 但 要 注意 ， 本 章 属 于 平面 应 力 


问题 ， 对 于 第 四 章 的 uE. Ph. D, KS, 必须 将 其 中 Ó a 
308 


人 屿 4 代替 后 才能 在 本 章 中 应 用 。 了 
由 上 述 可 知 ， 薄 板 大 挠 度 问 题 的 求解 可 归结 为 式 (8.14) 及 式 
《8.15) 所 示 的 边界 积分 方程 的 求解 。 这 些 边界 积分 方程 是 非 线 性 


的 ， 可 以 利用 和 迭代 法 求解 ， 先 假定 一 个 等 效 荷载 9, 利 用 式 (8.14) 
求 出 zw 值 ， 利 用 式 (8.15) 求 出 xr 值 ， 然 后 求 出 ww, Ro 值 ， 利 


用 式 (8.13) 可 得 9 秆 ， 这 些 是 第 一 次 近似 值 。 将 9 的 第 一 次 近似 什 
代入 式 (8.14) 求 出 w 的 第 二 次 近似 值 ， 然 后 利用 式 (8:15) 求 出 ш, 


的 第 二 次 近似 值 ， 利 用 式 (8.13) 求 出 2 的 第 二 次 近似 值 。 这 样 反 
ARJ, Wiw, u, Misko ОВНА ИЯ 

. 《二 ) 样 条 边界 元 法 

如 果 将 薄板 整个 边界 分 为 M 个 区 域 ,又 将 每 个 区 域 分 为 N。 个 
等 分 ， 则 式 (8.14) 及 式 (8.15) 便 变 为 下 列 形式 ， 

EDJAw}— [MIA0} -CHIAV}+ IKIAM}- [TI,{e} 


={F h} +{F} В= 1,2,3 (8.19) 
[HIu}- CKIP}= {fH +f: (8.20) 
式 中 {FHR={F}+{F} (8.21) 
{FF SEAD? AADI (8.22) 


АЁ ЕГЕР (з) Ез) e Е(5)]7 (8.23) 


НЕ Со) fiC) + у)" (8.24) 
其 中 100) = | ele, Oda (8.25) 
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Fics) = [Mr(Q Vw ss QdQ (8.26> 
FED = a| WE OOW, (Q dO (8.27 
Hens foti, OTda (8.285. 


HOD = a| Dant Ооо, (Qu, (Q dQ (8.295 


其 余 记 号 与 第 六 章 相同 。 

式 (8.25) 一 式 (8.29) 可 以 按 下 列 办 法 处 理 ， 先 将 区 域 Q 分 为 
有 限 个 单元 ,然后 利用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 由 第 六 章 可 知 , 式 
《8.19) 和 式 (8.20) 可 以 代表 五 种 方法 的 计算 格式 ， 详 见 第 六 章 。 
由 式 (8.19) 可 得 ， 


Сор -MHO = HIV} + СКМ} -CT]{c} 


={F}!+ (F): (8.30) 
式 中 [P]=[[P]T (РИ PRI (8.31》 
{F} = HF} (FM {FKF (8.32) 
Rp P=D,M,H,K (8.33) 


式 (8.20) 和 式 (8.30) 等 号 左边 与 线性 问题 对 应 的 项 相同 ， 等 
号 右边 第 一 项 是 已 知 项 ， 第 二 项 是 与 非 线 性 算 子 对 应 的 项 。 
式 (8.20) 和 式 (8.30) 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 关 。 当 引入 边 
界 条 件 及 角 点 条 件 后 ， 则 式 (8.30) 和 式 (8.20) 可 分 别 变 为 下 列 形 
式 ， 
САНХ} = {Ер+ {Е}? (8.34) 
[GJ{Z}= {f} + (fy: (8.35) 
式 中 左边 对 应 的 项 与 线性 问题 相同 ， 右 边 第 一 项 是 已 知 项 ， 第 二 
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项 是 与 非 线性 算 子 对 应 的 项 。 由 上 述 可 知 ， 可 以 利用 选 代 法 求解 
式 (8.34) 和 式 (8.35)。 式 中 {让} 及 {f} 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 
关 。 


(=) k X ik 

利用 和 迭代 法 求解 式 (8.34) 和 式 (8.35) 时 ， 可 以 按 下 列 步骤 进 
行 计 算 ， (1) 先 假设 (F): = {0}, 利用 式 (8.34) 求 出 边界 未 知 量 
{X} 的 第 一 次 近似 值 , 然 后 以 此 为 基础 求 出 2 域内 的 ww.w,se 和 wyx 
的 第 一 次 近似 值 ;(2) 利 用 式 (8.29) 确 定 {f}* 的 第 一 次 近似 值 , 然 
后 利用 式 (8.35) 求 出 边界 未 知 量 {2} 的 第 一 次 近似 值 ， 以 此 为 基 
础 求 出 2 域内 的 cty 的 第 一 次 近似 值 ; СЗ ) 利 用 式 (8.27) 确定 
{E} :的 第 一 次 近似 值 ，(4) 利 用 式 (8.34) 求 出 边界 未 知 量 {XX} 的 
第 二 次 近似 值 ,重复 上 述 运算 , 直到 各 结 点 处 的 误差 JU, - Unal 
收敛 至 允许 范围 为 止 ( 2 为 迭代 次 数 )， 可 得 ww，us，MMijy 及 0 4y 
逼近 精确 解 的 值 。 

由 上 述 可 知 ， 这 种 选 代 法 在 迭代 过 程 中 ， 方 程 组 的 系数 矩阵 
[4]、[GJ 及 向 量 {F}、1{f} 不 变 ， 只 修改 {FP}? 和 {f}: 就 行 了。 
因为 {f}: 和 和 {f}* 是 同 非 线性 项 对 应 的 区 域 积分 ， 因 此 ， 如 何 很 
好 地 处 理 这 一 区 域 积 分 ， 是 建立 非 线 性 问题 有 效 计 算 方 法 的 关 
键 。 : 


58.3 摄 动 -一 样 条 边界 元 法 


本 节 以 弹性 薄板 大 挠 度 问 题 为 例 ， 不 考虑 温度 变化 的 影响 ， 
这 是 一 个 几何 非 线性 问题 。 求 解 几何 非 线性 问题 是 一 个 复杂 和 问 
题 ， 为 了 简化 计算 ， 国 内 外 做 过 许多 研究 ， 我 们 在 这 些 研究 的 基 
础 上 ， 将 摄 动 法 与 样 条 边界 元 法 结合 起 来 ， 提 出 一 个 摄 动 一 样 
条 边界 元 法 。 
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‹ = ) 基本 方程 
在 摄 动 法 中 ， 首 先 使 微分 方程 及 边界 条 件 无 因 次 化 ; 其 次 选 
择 一 个 无 因 次 的 量 作为 摄 动 参数 ， 将 微分 方程 及 边界 条 件 中 的 各 
个 量 展 开 为 这 个 参数 的 短 级 数 ， 然后 逐步 摄 动 , 求 出 近似 解 (*?。 
设 T= Mr = 0， 将 式 (8.3) 代 入 式 (8.1) 和 式 (8.2) 便 得 ， 


L.(“,v,w)=0, [,,(и,о,ш)= 0 
} (8.36) 
І,(и,0,ш)=9 
式 中 L.=u,,,+ Үш, уу + PaVy у +W, (W, sz + Үш, уу) 
+ YW, Ш, зу 
у= 0, уу+ Уд, а. + Чу у + Wy (Wy yy F Y U, ss) 


+ УШ, Wszy 


1,= уи – Во, „„ (0, + из, у) + ш, yv (Vs + ш, ,) 


+ <a (у, + ш, whe 


+ рш? ,) + bw, уш, + gui.) 


+ (1- и) ш, W, уш, zy] : (8.37) 
式 中 В=Еа/(1-и%), D= Bd?/12 
) (8.38) 
i= (1 n)/2, y, = (1+ u)/2 
如 果 我 们 引入 无 因 次 量 将 式 (8.36) 无 因 次 化 ， 便 得 ， 
U,rrt Р.О, rrt Yr, ry + И, (И, rr 
ЖИ ур) ЖИ, rH, rr=0 | 
(8.39) 


Vrrt pV, ret raU, r +W, W ,yr | 
PW sax) +V W, W. =0 J 
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SW =Q+LU, V, W) (8.40› 
式 中 L(U,V,W))=12[W,,,(U,r+uV,r)+W,, (V, r 


жий, + A-W, rrU, +V.) +W, rr (Wk 


+ йз) + Wr Wir + pH Yr) 


+(-0)W,,W,,W ,rr] (8.41) 
Х = х/в, Y =y/a, U =au/d?, V=av/d’ 
2 } (8.42) 
W =w/d, Q =qa*/Dd 
式 中 a 是 薄板 的 一 个 几何 尺寸 。 
设 w, 为 落 板 的 最 大 拨 度 ， 并 引用 摄 动 参数 
W, =u, /d (8.43) 


W| Q=a,W +a, Wita W+ 
U=U,(QW:+U,(Q)Wi + + 
V=V.(QW:i+V (QW: + = 
WW, (QW + И (QW i+ =+ (8.44) 


式 中 Q 为 8 域内 任 一 点 ,Q = Q(XX,Y)。 将 式 (8.44) 代 入 式 (8.39) 
和 式 (8.40) 便 得 ， 


ViW,=g,  r=1,3,5™ (8.45) 
2G i 
12100 rt VU, И ох) t P. = 0 了 = 2，4… 
2G 

PEW sert охе tp (8:46) 
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Ap q; =a, h 
q. =a, + L(U,,V,,W ) 
qs=as+L(U ,V ,W.) 
q.=a,+L(U,- V, W eia) 2 


(8.47) 


P, = ÉS UY... азза И сут) 


+W... W. i rr] 


2G 


P,r= 1ай o (V, rr + W risar) 


EYW ,- Й risar] (8.48) 


КВО, 1, 矿 ,- 1, 玉 V,-;) 由 式 (8.41) 决 定 。 

由 上 述 可 知 ， 如 果 9" 当 做 等 效 荷 载 ， 已 ,r* 及 Per 当做 等 效 体 
力 ， 则 式 (8.45) 便 是 薄板 小 挠 度 问题 的 微分 方程 ， 式 (8.46 ) 便 是 
平面 应 力 问题 的 线性 微分 方程 。 因 此 ， 通 过 摄 动 法 ， 可 以 把 几何 
非 线性 问题 化 为 线性 问题 来 分 析 。 


( = ) 摄 动 一 样 条 边界 元 法 


WRR ш =U, И, w= W, = ш, = 0 = ӘЙ, /дп, 
测 式 (8.45) 和 式 (8.46) 可 以 化 为 下 列 边界 积分 方程 


CP)WP) = | сого, s)F,(s)- 0F(P, з) М, 
= Vš, (Р, ws) + М, (Р, з)8(5)]4Г(5) 
+ | PEPO Koda (8.49) 


Caca P) = | DUR CP, з) 69) - PRCP, sy OUT 
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+Í, ut(P,Q)5,(Q)dQ (8.50 
式 中 wi = ағ (8.51) 


其 余 记号 与 第 五 章 相同 。 
如 果 将 整个 边界 厂 分 为 以 个 部 分 ， 又 将 每 一 个 边界 区 域 分 为 
М, 等 分 ， 则 式 (8.49) 及 式 (8.50) 可 以 离散 为 下 列 形式 
CDI th- CMH D-CA} + CERI {NM} -ETH 
={F} (8.52) 
CHHU} CK] 1P) = (f) (8.53) 


式 (8.52) 和 式 (8.53) 是 线性 的 ， 它 可 以 代表 五 种 方法 的 计算 
格式 ， 见 第 六 章 。 如 果 边 界 未 知 量 采 用 下 列 形式 ， 


О) = [pse(s)][Q]{S} (8.54) 
则 {U}m = [CNJn{S} (8.55) 
另外 注意 : 
D а-1[$«+1 
=Í LP,» r= E] L(P,s)d ` (8.56) 
«оГ» ols, 
AP z= №, 


式 (8.52) 和 式 (8.53) 与 边界 条 件 及 角 点 条 件 有 关 ， 引 入 边界 
条 件 及 角 点 条 件 后 可 得 : 


[AJ{X}= {Р} (8.57) 


[С1{2} = (q; (8.85> 
HERTA, E ЖОЛ УЕЛА YF R F, 
C) 利用 摄 动 法 将 非 线性 微分 方程 组 化 为 线性 微分 方程 组 ， 
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见 式 (8.45) 和 式 (8.46)。 
(D Віва, РВ И О; 建立 边界 积 


分 方程 ， 见 式 (8.49) 和 式 (8.50)。 

(3) 将 整个 边界 一 分 为 M 个 区 域 ， 又 将 每 个 边界 区 域 分 为 
NN 等 分 ， 使 式 (8.49) 和 式 (8。 50) 变 为 线性 代数 方程 组 ， 见 式 
《8.57) 和 式 (8.58)。 

04) 利用 式 (8.57) 求 过 界 未 知 最 入!。 当 XX, 销 定 后 ， 利用 式 
(8.49) 的 离散 格式 即 可 求 出 区 域 2 内 的 丈 :。 

(5) 利用 式 (8.48) 求 出 忆 ix 及 已 :r 后 ， 即 可 利用 式 (8.58) Ж 
边界 未 知 量 Z:。 当 2 确定 后 ， 利 用 式 (8.50) 的 离散 格式 即 可 求 
出 区 域 @ 内 的 :及 矿 :。 

(6) 利用 式 (8.41) R BLU: VW) 后, 即 可 利用 式 
《8.57) 求 薄板 在 gs 作用 下 的 边界 边 未 知 量 夭 。。 当 无 ,确定 后 ， 利 
用 式 (8.49) 的 离散 格式 旷 可 求 出 区 域 Q 内 的 义 s。 

(7) 重复 (4) 至 (6) 的 运算 可 求 出 Uo、 V... Ware 

` (8) 利用 式 (8.44) 求 薄板 大 挠 度 问题 的 位 移 4、v 及 内 。 
(9) 求 薄 板 的 内 力 ， 


М„= =В|« tt «(г эри}, |8 | 


| 
М,=В|ь,,+ w+ «(и teh) ) (8.59) 


Nav = By +o, tww) 
M=- DG0,,;, + Jw, уу) 


M=- DW, yyt HW, z) Ó (8.60) 
М,у= -—(1-ци)Юш,,, | 
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(三 ) 区 域 积分 的 积分 方法 
在 非 线性 问题 中 ， 区 域 积分 可 以 采用 下 列 方法 处 理 ， 先 沿 一 


个 坐 标 轴 进 行 解 析 的 积分 ， 然 后 沿 另 一 个 坐标 轴 进 行 数 值 积 分 。 
这 个 方法 对 非 线性 问题 区 域 积分 的 计算 是 一 个 有 效 的 方法 ， 见 第 
二 章 。 


58.4 计算 例题 


【 例 8.1] 图 8.1 是 一 个 周边 简 支 的 薄板 ， 利 用 样 条 边界 元 
法 求 它 的 大 挠 度 问 题 。 。， 
本 例 将 整个 边界 分 “ _, 
为 4 个 区 域 ， 每 个 边界 PH Hie оу бш: 
区 域 分 为 10 等 分 。 利 用 у ПП / 
样 条 边界 元 法 及 摄 动 O 一 
一 一 样 条 边界 元 法 算出 > / СВА 
的 结果 如 图 8.1 所 示 。 / Еа 
它们 与 最 小 二 乘 配 点 法 Jw 
的 结果 非常 接近 tc。 | СО Q. 
(88.21 图 8.2 是 — 
一 个 周边 固定 的 圆 板 ， 8.1 
受 均 布 荷载 作用 ， 利 用 样 条 边界 元 法 求解 它 的 大 挠 度 问题 。 
本 例 对 圆 板 整 个 周边 分 为 20 等 分 ， 即 N = 20， 所 得 结果 为 


да*/640 = Ë: +0.s46 (“° у}. (8.61) 


М,/4 =0.4771Еа?/а (8.62) 
文献 [ 2 JJH mit RY AN EHO ERA 
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qa*/64D = [1+ 0.sa (e) Jes | (8.655 


М,/4 = 0.4762Еа° /а 
式 中 a 为 贺 板 的 半径 。 
本 例 计 算得 到 的 最 大 搁 度 ,与 荷载 的 关系 图 匈 图 8.2， 它 
Бї ФБ УЕ w 


занн, д ED 
板 在 均 布 荷载 作用 | Кы 
1.0 4 


下 是 一 个 轴 对 称 问 Гу 
题 ， 可 以 取 圆 板 的 "8 SARUM 
四 分 之 一 进行 计 o “ 摄 动 一 - 样 条 边界 元 法 
算 。 如 果 利 用 对 称 9 z 1 6 з 10717 qaw Eq 
关系 调整 边界 积分 8.2 
方程 ， 则 在 圆 板 四 分 之 一 的 边界 上 分 5 等 分 就 行 了 ， 所 得 结果 与 
式 (8.63) 很 接近 ， 见 图 8.2。 

【 例 8.3】 图 8.3 是 一 个 受 均 布 荷载 作用 的 椭 贺 g, JH 5 F 
定 ， 利 用 样 条 边界 元 法 求 它 的 大 挠 度 问题 。 设 a 及 ЮУ АШ 
的 半 长 轴 及 半 短 轴 。 

本 例 对 椭圆 板 整 个 边界 三 分 为 20 等 分 ， 所 得 结果 为 

q= D(24/a* + 16/a2b2 +24/b*)u, +17.64Dw}/b*d (8.64) 
这 个 结果 与 文献 [4 J 很 接近 ， 见 图 8.3。 

wa d 


МЫЗ, ыз —ҥжш йй 


-- tt stw 
sal + 试验 结果 


| 
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【 例 8.4】 图 8.4 是 一 个 受 线性 分 布 疹 载 的 半圆 板 ， 利 用 样 条 
边界 元 法 求 它 的 大 挠 度 问 题 。 

本 例 将 整个 边界 三 分 为 两 个 区 域 ， 每 个 区 域 分 为 10 等 分 ， 所 
得 结果 为 


V Sqaat/1500D = [1 +о.48(2) а, (8,65) 
这 个 结果 与 文献 тр s 
[4 ] 很 接近 ( 见 图 /< ЕЛ 
8.4 )。 式 中 为 ， S Т. Ў. 
板 的 半径 。 а 1 ^4 一 

【 例 8.5】 图 " Ё na / * HURI УН 
8.5 是 一 个 受 均 布 | € “р, “* 摄 动 一 样 条 边界 元 法 
ИШ =Й, | i 
周边 简 支 ， 求 它 的 图 8.4 


大 找 度 问题 。 
本 例 将 整个 周边 分 为 三 个 区 域 ， 每 个 区 域 分 12 等 分 ， 所 得 结 
果 为 


qa*/972D = Ë + 1.4 (e) Jwe (8.66) 


Жш» HEKE, a 为 三 角形 的 高 。 这 个 结果 与 文献 [ 4.] 很 接 
近 ( 见 图 8.5) 。 


К. ЖОЕ "эш 
lu l x 
RK | 5/7 
А Leh 49 pe 
|| ` С 1.2 | 


ҤЕ ЖЛ ДК 
МИ RIN Rotik 


图 8.5 0 100200 339 406 392 Tut Eds 
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【 例 8.6】 图 8.6 是 一 个 周边 国定 的 圆 板 ， 受 温度 变化 作用 ， 
*=[T,+T,G(-r2/a:)J(1+2z2/3R), k=a/d, Ж spa 
题 。 

本 例 对 整个 边界 厂 分 为 20 等 分 ， 所 得 结果 见 图 8.6 和 图 8.7， 


这 个 结 ж = x 献 QT7o(10-3) C Py, 


[6 ] 非 А 
计算 结 
明 ， илеки “ ‚ 
元 法 计算 薄板 大 挠 “ il ТТ 
度 问题 ， чы, е гне tauna 
жазышын o- X T os os 1 wld 
7 图 8.6 
界 元 法 对 薄板 大 挠 7901079 
度 问 题 的 计算 是 一 


个 有 效 的 方法 。 — >, 
РЕВЕ о 


问题 ， 也 可 用 荷载 ，。 样 条 边界 元 法 
— Ji 


ж — 样 条 边界 0.s “手动 一 样 条 边界 元 法 
元 法 求解 。 如 果 荷 ° 0:2 0.4 [a 0.8 IN] Fold 
аж — 4 38 图 8.7 


80, Ши, v, w 及 oy 也 有 一 个 相应 的 增 最 64、 о, до до, sy 
即 


u’ =u4+ ди, v’ =+ до, w’ = u + дш 


; ' } (8.67) 
Ois =O + O04y, W (mU, (у дш, (у 
于 是 由 式 (8。1) 和 式 (8,2) 可 得 下 列 增 量 方程 ， 
Dy‘w= Ф+а(оууш,,у+ Fiw) (8.68) 
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aipy=0 #,ј=1,2 (8.69) 
Е u= ди, 0= о, Ф = дш 125 
А , (8.70) 


m, =W, p Oig =Ó 9=69 ) 


Ripo iw, 4j 分 别 为 加 荷载 增 量 6g 前 的 604s 和 6w, (у 的 累计 
值 ， 即 


Cus 300,306 was E wh (8.71) 
式 (8.68) 和 式 (8.69) 可 化 为 下 列 边界 积分 方程 


COo, = | Соте, C) ~ 02 (Pss) Муз) 
-Vt (Р, вуш) + Mt, (Р, s)0CGs)1a ` 


+Т,.0Р)+ EaP) (8,72) 


Сы‹Рэа,‹Р)у = | DURUP, s) p: ()-— PRCP, S) (Г 
+fi(P) k=1,2 (8.73) 
式 中 wi=w w, = б 
. ` 8 
ЁР) = | ә P,Q dQ (8.74) 
ЃАР) = [Den P, Ew, (Qw, Q) 


+u,,(Q)u,,(Q)1dO (8.75) 


900) = 400) + d[G , (Q), Q) + o, (Q), ,,(Q)1(8.76) 


如 果 将 整个 边界 分 为 M 个 区 域 ， 又 将 每 边界 区 域 为 М, 
分 ， 则 式 (8.72) 和 式 (8.73) 可 以 变 为 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 
计算 方法 和 过 程 与 8 8.2 相 同 ( 见 文献 [8])。 
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第 九 章 ”塑性 问题 的 样 条 边界 元 法 


塑性 问题 是 一 种 材料 非 线 性 问题 ， 普 遍 发 生 在 工业 建设 和 国 
防 建设 中 。 如 果 在 工程 设计 中 考虑 塑性 ， 则 可 以 挖掘 材料 潜力 ， 
提高 结构 承载 能 力 ， 使 工程 经 济 合理 和 安 全 可 靠 。 因 此 ， 近 年 
来 ， 塑 性 力学 在 工程 中 ( 例如 ， 结 构 分 析 ， 人 金属 压力 加 工 ， 船 舱 
шене › 的 应 用 已 日 益 广泛 。 

如 果 在 工程 设计 中 考虑 塑性 问题 ， 则 结构 便 是 一 个 材料 非 线 
性 问题 。 对 工程 中 的 这 种 材料 非 线性 问题 ， 由 于 应 力 应 变 关系 是 
非 线性 的 ， 用 解析 法 精确 地 求解 是 不 行 的 ， 只 得 采用 数值 方法 。 
因此 研究 塑性 力学 的 计算 方法 是 一 个 非常 重要 的 研究 课题 。 

国内 外 对 塑性 力学 中 的 数值 方法 做 过 许多 研究 。 目 前 ， 塑 性 
问题 的 求解 ， 一 般 采 用 有 限 元 法 、 边 界 元 法 及 加 权 残 数 法 。 用 有 
限 元 法 解 塑 性 问题 ， 程 序 复杂 ， 内 存 很 多 ， 对 电子 计算 机 要 求 
高 ， 输 入 工作 量 及 计算 工作 量 巨 大 ， 耗 工 费 时 ， 计 算 费 用 昂贵 。 
因此 ， 又 出 现 了 用 边界 元 法 及 加 次 残 数 法 解 塑 性 问题 。 用 边界 元 
法 及 加 权 残 数 法 解 塑性 问题 比 有 限 元 法 优越 。 我 们 在 上 述 基础 上 
提出 一 个 塑性 问题 的 样 条 边界 元 法 “!''”。 计 算 结果 表明 ， 利 用 
样 条 边界 元 法 求解 塑性 问题 是 一 个 有 效 的 方法 。 

本 慢 主 要 介绍 塑性 问题 的 样 条 边界 元 法 ， 而 且 以 弹 塑性 问题 
作为 研究 对 象 。 


$9.1 弹 塑 性 问题 


图 9.1 是 一 个 拉 伸 试 件 的 应 力 应 变 图 。 由 图 可 知 ， 当 试 件 中 
323 


的 应 力 超过 弹性 极限 4 点 后 ， 便 发 生 届 
服 现象 。 由 于 弹性 极限 与 届 服 极限 相差 
ЖК, ЖЕДЕ с, 表示 。 如 果 
应 力 到 B 点 开始 卸载 ， 则 应 力 应 变 曲线 
沿 8D 下 降 ， 且 BD/OA， 这 时 一 部 分 
弹性 应 变 消失 了 ， 另 一 部 分 塑性 应 变 不 
能 消失 。 由 此 可 知 ， 当 应 力 超过 屈服 应 
力 时 ， 应 变 包 括 两 部 分 ， 一 部 分 是 弹性 
应 变 ， 另 一 部 分 是 塑性 应 变 ， 即 


ezette (9.1) 
式 中 e“ 为 弹性 应 变 ，e? 为 塑性 应 变 。 


软 钢 及 强化 率 不 大 的 材料 可 以 作为 
24)。 多 数 材料 具有 强化 特性 ， 线 性 强化 


=-----.-1246 


= 
№ 
е 


理想 弹 塑性 体 处 理 ( 图 9。 
弹 塑性 模型 的 应 力 应 变 关 


系 如 图 9 ,2b 所 示 。 由 上 述 可 知 ， 弹 塑性 问题 与 应 力 历史 有 关 。 


在 塑性 力学 中 ， 建 立 届 服 条 件 、 加 载 条 件 及 本 构 关系 是 .一 个 


非常 重要 的 问题 。 


如 何 确定 材料 由 初始 弹性 状态 进入 塑性 状态 刀 ? 在 简单 拉 伸 


时 ， 材料 由 初始 弹性 状态 进入 塑性 状态 的 界限 是 屈服 极限 от 


to 


ЗДУ ЛЛА ЕВ ВАЕ, PRIAN MPERA. BIESEN 
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REF, ВЕНН МААЕ A ЯНК ЖЕ ZR Т» A THRHR 
各 部 分 是 否 进入 塑性 状态 ,需要 建立 一 种 届 服 条 件 。 在 复杂 应 为 
状态 下 的 初始 弹性 状态 的 界限 称 为 届 服 条 件 ， 即 . 

Жс), et t, T)=0 (9.2) 


式 中 o 为 应 力 ，eij 为 应 变 ，t 为 时 间 ， 了 为 温度 变化 。 如 果 不 
考虑 时 间 效 应 和 温度 变化 ， 则 式 〈 9.2 ) 不 包含 1 及 T。 另 外 ， 
如 果 材 料 在 初始 屈服 之 前 处 于 弹性 状态 ， 则 应 力 与 应 变 之 间 有 一 
一 对 应 关系 ， 式 ( 9 . 2 ) 中 的 sy 可 用 cy 表示 ， 这 时 屈服 条 
件 便 变 为 

Жо‹у)= 0 (9.3) 


式 ( 9.3 ) 表示 一 个 包围 原点 的 曲面 ， 称 为 屈服 曲 mi 4 
应 力 点 ciy 位 于 这 曲面 之 内 时 ，f(o4j)<<0， 材 料 处 于 弹性 状 ; 
当 应 力 点 "cy 位 于 这 曲面 上 时 ，f(o4j)=0， 材 料 开始 届 服 。 式 
€ 9.3 ) КИЛИ АЖ 

目前 有 两 个 常用 的 届 服 条 件 ，( 1 ) 届 瑞 斯 加 (Tresca ) jh 
服 条 件 ; (2) 米 塞 斯 (Mis:s ) 屈服 条 件 ， 详 见 文献 [ 3 ] 及 文献 
[4]。 

如 果 材 料 是 强化 的 ， 材 料 进 入 塑性 状态 之 后 ， 由 于 强化 效 
应 ， 使 得 相继 弹性 范围 不 但 与 初始 弹性 范围 不 同 ， 而 且 自身 也 是 
随 强 化 程度 而 变化 的 。 相 继 弹 性 范围 的 界限 叫做 相继 屈服 条 件 或 
加 载 条 件 。 对 于 强化 材料 ， 加 载 条 件 与 屈服 条 件 不 同 ， 它 随 着 塑 
性 变形 的 发 展 而 不 断 变化 。 在 复杂 应 力 状态 下 ， 加 载 条 件 为 


Fis, H.)= 0 a=1,2, (9.4) 


式 中 厅 。 为 材料 力学 性 质 的 记录 史 参 数 ， 它 与 塑性 变形 历史 有 关 ， 
式 ( 9 .4 ) 也 称 强化 条 件 。 
Җ (9.4 ) 是 一 个 加 载 函 数 ， 表 示 一 个 加 载 曲面 ， 它 不 仅 与 
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瞬时 应 力 有 关 ， 而 且 与 材料 的 加 载 历史 有 关 ， 与 材料 力学 性 质 
的 记录 史 有 关 。 对 于 强化 材料 ， 可 能 有 下 列 三 种 情况 

(1 ) 应 力 点 从 一 个 瞬时 加 载 面向 外 移 到 相 邻 的 另 一 个 加 载 
面 ， 材 料 从 一 个 塑性 状态 进入 另 一 个 新 的 塑 性 状 态 。 在 此 过 程 
中 ， 塑 性 应 变 和 瓦 。 都 变化 。 这 个 过 程 叫做 加 载 过 程 。 

(2) 应 力 点 虽然 移动 ， 但 保持 在 原来 瞬时 加 载 面 L. Ha 
无 变化 ， 塑 性 应 变 也 保持 不 变 。 这 个 过 程 叫 做 中 性 变 载 过 程 。 

(3) 应 力 点 从 瞬时 加 载 面向 内 移动 ， 材 料 由 塑性 状态 进入 
MERE, MERRTE, Ha 也 不 变 。 这 个 过 程 叫做 卸载 
过 程 。 


四 为 “dj= „р -4о,,+ ур{-аН, (9.5) 


因此 ， 上 述 三 种 过 程 的 条 件 为 
f= 0, „/-4о,,>о MERN) 
Ј= 0, a do,;=0 (中 性 变 载 准则 ) (9.6) 


{= 0, ahdos <o < {ЕШ ) 


如 果 材料 为 理想 塑性 体 ， 则 届 服 曲面 与 加 载 曲面 重合 ， 这 称 
为 极限 曲面 。 这 时 ， 届 服 孙 数 只 与 应 力 有 关 , 与 应 力 历史 无 关 , 妈 


floi1)= 0 (9.7) 
= of = 
同时 9/-4о,=-0 Сфи) 
ij . 
а (9.8) 
381 -40,;<0 HR) 


ij 
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加 载 曲面 变化 是 很 复杂 的 ， 不 容易 用 实验 方法 来 完全 确定 f 
的 具体 形式 。 特 别 是 ， 随 着 塑性 变形 的 增长 ， 材 料 变形 的 各 向 异 
性 效应 愈益 显著 ， 问 题 就 更 加 复杂 了 。 因 此 ， 为 了 便于 应 用 ， 往 
往 对 强化 条 件 进行 若干 简化 的 假设 。 目 前 广泛 应 用 的 有 两 个 近似 
强化 条 件 : 

(1) 等 向 强化 模型 。 这 种 方案 认为 材料 在 塑性 变形 后 ， 仍 
然 保持 各 向 同性 的 性 质 ， 忽 略 了 由 于 变形 引起 的 各 向 异性 的 影 
Hi, 

如 果 设 初始 届 服 函数 为 


7‹(о,,)-Ё=0 (9.9) 
则 等 向 强化 模型 的 强化 函数 可 写成 下 列 形式 : 

Koin H.)= }(о,,)-К(Н„)= 0 (9,10) 
式 中 大 ( 厅 。) 为 HH。 的 单调 递增 正 函 数 ，& 为 材料 常数 。 

(2) 随 动 强化 模型 。 这 个 模型 假设 在 塑性 变形 过 程 中 ， 屈 
服 曲面 的 大 小 及 形状 都 不 变 ， 只 在 应 力 空间 内 作 刚 性 平移 。 它 的 
强化 函数 可 写成 下 列 形式 ， 

fo, Н.) = f(o i — ai) 
=(о,,-а,,)-Ё=0 (9,11) 
式 中 aij 叫做 移动 张 量 ， 与 塑性 变形 有 关 ， 而 且 有 下 列 关系 ， 
da,;=cde}, š C 9.12) 


式 中 c 对 于 线性 强化 材料 为 正常 数 。 

等 向 强化 模型 只 有 在 塑性 变形 不 大 时 或 应 力 偏 量 之 间 的 相互 
比例 改变 不 大 时 求 得 的 结果 才 接 近 实际 ， 由 于 这 种 模型 便于 数学 
处 理 ， 因 此 使 用 得 较 多 。 当 塑性 变形 较 大 ， 尤 其 是 应 力 有 反复 变 
化 时 ， 这 个 模型 与 实验 结果 不 符合 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 以 采用 随 
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动 强化 模型 。 这 些 模型 的 具体 应 用 详 见 文献 3 ] 和 文献 [4 ] 。 
在 塑性 力学 中 ， 本 构 关系 自前 有 两 种 理论 ，( 1 ) 全 量 理 
论 ， 也 称 形变 理论 ， 建 立 应 力 全 量 与 应 变 全 量 之 间 的 关系 ; (2 
增 量 理论 ， 也 称 流动 理论 。 建 立 应 力 增 量 与 应 变 增 量 的 关系 。 详 
见 文献 [ 3 ] 和 文献 [ 4 ] 。 增 量 理论 在 理论 上 比 全 量 理论 优越 ， 
不 受 加 载 条 件 的 限制 ， 但 计算 比 全 量 理论 复杂 ， 全 量 理论 在 数学 
上 简洁 ， 应 用 方便 ， 但 只 在 简单 加 载 条 件 下 适用 。 在 非 简单 加 载 
情况 下 ,全 量 理论 一 般 是 不 能 使 用 的 。 但 由 于 应 用 方便 ,因此 在 非 
简单 加 载 情况 下 也 经 常 使 用 全 量 理论 求解 ， 而 且 有 时 所 得 结果 和 
实验 结果 相当 接近 。 由 此 可 知 ， 全 量 理论 的 适用 范围 实际 上 比 简 
单 加 载 条 件 要 宽 得 多 。 于 是 许多 学 者 探讨 应 力 路 径 偏离 简单 加 载 
条 件 多 远 而 全 量 理论 仍然 适用 ， 提 出 二 个 偏离 简单 加 载 问题 ， 这 
个 问题 至 今 仍 未 很 好 解决 。 
在 塑性 力学 中 ， 应 变 增 量 de, ,可 以 写成 下 列 形式 ， 
аз,; = det, + det, (9.13) 
Ap det, 为 弹性 应 变 增 量 ; 
аер, 为 塑性 应 变 增 量 。 


塑性 应 变 增 量 可 以 采用 下 列 形 式 ， 


? 2 of 
dei, = ау (9.14) 


式 中 d4 为 比例 系数 。 如 果 将 f 作为 塑性 位 势 并 令 它 等 于 届 服 函 
数 ， 则 式 (9.14 ) 可 称 为 与 届 服 条 件 相关 的 流动 法 则 ， 它 将 塑性 
应 变 的 规律 与 屈服 条 件 联 系 起 来 了 。 由 此 可 知 ， 届 服 条 件 与 塑性 
应 力 应 变 关系 有 着 直接 的 关系 。 

A (9.13) 和 式 《9.14 ) 也 可 以 写成 下 列 形式 ， 


¿u = Si +, 4 (9.15) 
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- 9) 
: 9.16) 
6, А, ‹ 


式 中 :本 来 代表 应 变 率 ， 本 章 用 来 表示 应 变 增 量 。 在 本 意 中 ， 凡 
带 贺 点 的 都 表示 增 量 。 

在 增 量 理论 中 ， 目 前 用 得 最 广泛 的 有 两 个 : < 1 ) 等 向 强化 
模型 的 增 量 理论 ，( 2 ) 随 动 强化 模型 的 增 量 理 论 ， 详 见 文献 
[ 3 ] 和 文献 [4] 。 


在 随 动 强化 模型 的 增 量 理论 中 ，cy 与 3? 有 下 列 关系 : 
da=cde? (9.17) 
式 中 c= 1/h|çfl° + i: . ‹ 9.18) 


A (9.17 ) 是 一 个 矢量 形式 ，Vf 表 示 列 矢 { д//до‹,}, da 

表示 列 矢 {da4y}，de? 表示 列 矢 { de?，} 。 在 加 载 过 程 中 的 任 一 

角 时 ，h 和 |Vf| 都 是 应 力 和 记录 史 的 函数 。 A ( 9。 17) 也 可 以 写 
成 下 列 形式 : 


7 cua) 


式 中 се 17091.91). (шу 


до, доц. 
出 此 可 知 ， 随 动 强化 材料 的 记录 史 ， 也 可 用 塑性 应 变 2?， 为 参 
数 。 因 此 ， 随 动 强化 材料 的 加 载 函数 可 写成 下 列 形式 ， 
F=: eb )=0 ~ . - (9.21) 


这 种 以 塑性 应 变 为 记录 史 参 数 的 材料 ， нану у 
塑性 力学 的 内 容 很 丰富 ， 本 节 介绍 的 内 容 是 一 个 引言 ， 
内 容 请 见 文献 [ 3 ] 、 文 献 [ 4 ] 和 塑性 力学 有 关 书 籍 。 
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$9.2 基本 方程 


根据 弹 塑 性 问题 的 增 量 理论 ， 平 衡 方程 和 边界 条 件 可 写成 下 
ШЕК 


oi1+bi=0 VQEQ (9.22) 
an =b VQET， | 
(9.23) 
u =u, vQer, J 
对 于 一 个 带 有 塑性 应 变 和 温度 应 变 的 物体 ， 总 应 变 增 量 为 
z= 8 +, +ёї, (9.24) 
而 且 et = tnt up.) (9.25 > 


Ae 为 弹性 应 变 增 量 ， 它 与 总 应 力 增 量 之 间 服 从 虎 克 定律 ; 


Ois = Dius (9.26) 

式 中 Dim= 266 g rOn + GOudset дад) (9.27) 

因为 CARRETERA . - (9.28 > 
因此 式 ( 9.26 ) 便 变 为 


g, = 2б(є,,-&?,—є},) 


2С 


up °` . 
+т—2и 6-0 — él )s (9.29 > 


式 中 27) 为 温度 应 变 增 量 。 式 (9.29 ) 可 写成 下 列 形式 
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2Си 


。 . 。 
G = 2G( = ужу ё. -n ðu -03 


-24 
(9.30) 
R 58 = 2б, + ŻEE д, ‹9.з1) 
利用 式 С 9.22) #Җ (9.29) 可 得 ， 

ген бөө Be=0 š ‹ 9.32) 
н зл, +б\( ty 十 Wyn = Р, (9.33) 

式 中 ъ= 6 +b? | 
| (9,34) 

Вар: + p? | 
b; =b,- 2G( š Elips +4, ) * Җ9;35) 
好 = -26( 2р, :+ rige ) (9.36) 
Ppt= p. +2G( hm + Ёсе ni) (9.37) 
p71= 2G(e?, mt БА п.) (9.38) 


上 述 各 式 对 三 维 问题 及 平面 应 变 问题 都 适用 。 对 于 平面 应 力 
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问题 ， 只 要 用 六 代替 式 中 的 就行 了 。 这 时 二 由 下 式 决定 
з= ші +u) (9.39) 
式 中 4 为 泊 松 系数 。 
利用 式 ( 9.32 ) 和 式 ( 9.33 ) 可 将 位 移 表 为 两 组 解 的 简单 县 
Ju, H) 


u= us +u? (9.40) 
式 中 ?为 对 应 于 体力 58 及 面 力 广 ? 的 弹性 解 ，2 为 对 应 于 虚 体力 


Ër БЕШ b” 的 解 ， 它 表示 塑性 变形 对 位 移 的 影响 。 同 理 ， 
应 力也 可 由 对 应 的 两 组 解构 成 ， 即 


。 . 
g =O, +o, (9.41) 


39.3 边界 积分 方程 


式 〈9.32 ) 在 形式 上 与 弹性 力学 的 平衡 方程 完全 相同 ， 式 
‹ 9.33 ) 在 形式 上 也 与 弹性 力学 的 位 移 面 力 关系 相同 。 因 此 ， 塑 
狂 力学 的 边界 积分 方程 可 写成 下 列 形式 : 


СРСР) = | Lut (P,Q) PAQ) 


= bt, (P, 0,0000) lar+ [ut (P,Q) Qd 


(9.42) 
RC, (PP йрй. ut 及 pt 为 弹性 力学 的 开尔文 
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基本 解 ， 与 第 四 章 相 同 。 由 式 ( 9.34 ) 可 知 : 


отно (9.43) 
则 J už, %ao= | ut i-o, -00,1 dQ (9.44) 
2 А 
利用 分 部 积分 法 可 得 : 


人 ae 人 ar - fg tioi da 
` 


[о uh or, dO = 人 uh op n dl" - [р ио 40 j 


(9.45) 
由 于 亚 标的 可 替换 性 ， 则 
„от sà eion жиы) | 
(9.46) 
айо, =} ар 00 tugh) J 
由 于 5 及 58 为 对 称 张 量 ， 则 式 (9.46 ) 便 变 为 
ио} => una + a)i J 
| (9.47) 
ub. g by =4( ЖОШ | Д 
由 此 可 得 А i 
ГАТ = 61300 
(9.48) 


. . 
Р = Р 
Uki I ©) = Erg is 
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式 中 


ý L 1 -4 i 
а) 
А! (9.49) 


对 于 二 维 问题 ， 式 中 a = 1, B= 2 ; 对 于 三 维 问题 ， 式 中 4 =2， 
B= з. 
HA (9.34) 可 知 : 


= btol ny + оўуп, (9.50) 
HA (9,45) 代入 式 (9.44) 可 得 
fo ut, ао f, ut, 00 -人 u}, (OP +о?, n d ` 
+Í, шубе +о} )d Q (9.51> 
将 式 (9.50)、 式 (9.51 ) 代入 式 ( 9.42) 可 得 : 


Cal P) ua P)= | „Си, (P,Q ) PA Qs) 
- pt (P,Q) HQs JAT + | ut, (P,Q 040 
+ [20621 +о,)ао (9.52 
式 ( 9,52 ) SERRI ADABA H RAERS Т. 
f, ens (0 +OP dA 
= esos dQ+ | 9540 C9.53) 


式 〈9.53 ) 右边 第 一 项 代表 温度 变化 的 影响 ， 第 二 项 代表 塑性 应 
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力 增 量 的 影响 。 
式 (9.52) 为 初 应 力 公式 。 利 用 功 的 互 等 定理 可 以 由 式 (9。52) 


得 到 相应 的 初 应 变 公式 ， 由 功 的 互 等 定理 可 得 : 
ІК Cai +00, dA 
= | омос +š 040 (6.54) 
对 于 平面 应 变 问题 ， 则 利用 功 的 互 等 定理 可 得 : 


eco $ op )dQ 


=f Tasen darf S. pdo (9.55) 

o Q 

式 中 Gassot EUS o (26,20) (9.56) 

Е ку U C ku т 41(1 = руг? E kk = е 
сау = ou ну C; =aTëà,) (9.57) 


如 果 假 设 塑性 应 变 体积 的 不 可 压缩 性 ， 则 

2, = 0 k=1,2,3 (9.58) 

在 平面 应 变 问 题 中 ， 因 为 式 ( 9.56 ) 右边 第 二 项 中 已 考虑 到 

‘oxsa539,) 的 效应 ， 因 此 有 关公 式 的 指标 均 为 1 — 2 的 变化 范围。 

对 于 平面 应 力 问题 ， 式 《9.55 ) 可 以 适用 ， 但 注意 oy 属于 平面 
GOHAR. 另外， 温度 应 变 为 E = co o 


$9.4 内 点 应 力 公式 


( 一 ) 初 应 变形 式 
区 域 @ 内 任 一 点 忆 的 位 移 为 
Рә =f Сах Di- phugar+ | ч. 40 
+ Jo or CE + 20,040 (9.59) 
对 式 ( 9.59 ) 求 导 可 得 : 


` 


| Жы» -[ Cuh api Ри ldr + fo t. 40 
+([ za + одо) (9.60》 


我 《9.60 ) 右边 前 三 项 的 导数 不 成 问题 ， 但 最 后 一 项 ， 由 于 cu 
的 奇异 性 较 强 ， 求 导数 较为 复杂 。 现 以 平面 问题 为 例 ( 图 9.3)， 
先 以 奇 点 已 为 圆心 ，。 为 半径 作 一 个 小 圆 ， 这 个 小 圆 的 圆周 和 原 
区 域 9 的 边界 太一 起 构成 一 个 新 的 区 域 D,。 当 e->0 时 ，D.-D。 
其 次 假设 | 


vefo ou €? dQ = ит fo, Tuse? dQ (9.61) 
则 对 式 C9.61) Жр. 
ә 。 
Vos lim| у lo. су? а ] (9.62) 
由 此 可 得 : 
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Vara они 40 
+ | z (riyar (9.63) 
式 中 


15 НЫНЕ 1-20 ( +r6 
Сју = ча 1 I -nr [ r Ó, TIOjk 


8) Атту] (9.64) 


对 于 三 维 问题 ， 式 中 a = 2 B= 3 ;对 于 二 维 问题 ， 式 中 = 1, 
В= 2。 将 式 ( 9.64 ) RAR (9.63 ) 右边 第 二 项 可 得 ; 


ezf re grrm/r)dT = 1-55 yke- ИТУ 


01-5008 ó,, | (9.65) 
设 Ws [| es. 40= limf cas do — C9.66) 


则 Vm = = fg own „42+ ЭТСЕ 2, (9.67) 


利用 式 (9.25). 、 式 (9.29) 及 上 述 公式 可 得 三 维 问题 的 内 
点 应 力 公 式 : 


ба=#{ (Da, Pe- Sau lar [0,40 
+ fo йә + 040+ (9.68) 
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式 中 f. = - 52—- p7- Би)? +( 1 + Би), ó, ; ] 
- (1 +), (9.69) 
G 
Riism= jasa mri [A 1 —2u)X Ó, ;r,r, 


+ бегут у)/т®+ PUC ó, r r etr r ra 
+ iarmrs tó, r )/т® ВУ ат mrt 


+(1 —2u)Ó, Ó, + Ôj rmi) 
01 -4ноб‹,д,.] (6.70) 


对 于 三 维 问题 ， 式 中 a= 2, 6=3, у= 5; 对 于 二 维 问题 ， 式 
中 a=2, В=3, у= A, 
对 于 平面 应 变 问题 ， 式 (9.68) 变 为 下 列 形式 ， 
бү, P { Duss Pr- Susta] dr +Í, D. b;qO 


tfo С. Ra ssp dO + Ta (эл1) 


Ж Ç 
AP fus WT -[222, +01 =), д, ] 
G жы 
"ттн 1 +8080 (9.72) 
-р Си 
К, = Reism 一 ECETIA -( 2rirsðin/r? - ó, ) 


C9.73) 
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Ra sm= R, уы + ЕЕЕ COE ~264.6 n ) 
(9.74) 
对 于 平面 应 力 问题 ， 式 (9.71 ) 仍然 适用 ， 只 需 将 有 关公 式 


中 的 4 用 产 代 赫 ， Е = у= Кызы 了 ,为 
Жез ss усы 
Е 1-0) (8 Í )- 1-6 
(9.75) 
Eh и=н/(ї+и) 
(=) 初 应 力 形式 
如 果 不 考 虑 温度 变化 的 影响 ， 则 区 域 @ 内 任 一 点 已 的 应 力 公 
式 可 写成 下 列 形式 : 
Gs Gt) + E uda (9.76) 
区 域内 任 一 点 的 位 移 为 


BAP) = f Cut Di- ph ular + fout bado 
+, e ob dO (9.77) 
HA (9.77 ) КА (9.76) 即 可 得 到 区 域 2 内 任 一 点 己 的 应 力 
公式 。 
设 И, овас 40= limfo enoda C9.78) 
则 Vos=lim a[ ару P j. „ён; от, ао | (9.79) 
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由 此 可 得 : 


Vasa |040 
+ arf 


e; (r /r)d ` (9.80) 
式 中 也, 是 以 忆 点 为 圆心 的 单位 圆周 。 


г 


9.3 
利用 上 述 公式 可 得 三 维 问题 的 内 点 应 力 公式 ， 


Sass fp СР, bizons Jdr + fo D. bdo 


+ [o Trisno EndA+ gis (9.81) 


式 中 g=- sawl (T-5007 + ( 1-500 | 
(9.82 ) 
Tm = anc |1 00004. + дд, 
8:38, + В, зага /т?) + ВШ rir, 
+ Orarit oe кагу + Ó; r ra )/r2 
= Bnrirs/r’ = Вуга“) 29.83) 
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对 于 三 维 问题 ， 式 中 4a=2, B= 3, y= 5; 对 于 二 维 问 题 ，a 
=1, = 2，»= 4。 对 于 平面 应 变 问 题 ， 式 (9.81 ) 中 的 Ies 
为 


во мү! „у [200 +1 -шюдАд,, ] (9.85) 


ГРИТ НИҢ, В АКР и КЇТ Т. 
$9.5 弹 塑 性 问题 的 样 条 边界 元 法 
(一 ) 计算 格式 


本 节 以 平面 问题 为 例 。 如 果 将 区 域 9 的 整个 边界 厂 分 为 MM 个 
区 域 ， 则 边界 积分 方程 可 Е 


Cu Pau Po)= £ ILC Р», $) 


+EP) + JCP) + $(Р,) (9.85) 
式 中 IL. CP, s= Lup,, s) p(s) 
| рр, (P. Das]dr (9.86) 
ЁР, = | ii Pas ож‹о›ао | | 
jp = fg S. (Ps, QE QdQ | (9.87) 


SP) = | TrlPo, QER 00940 


R C9.87) 为 区 域 积 分 。 对 于 区 域 积分 ， 一 般 有 下 列 三 种 方 
法 C€ 1 ) 将 区 域 积分 化 为 边界 积分 ; ( 2 ) 半 解 析 半 数值 方法 
(йс), (з) 对 整个 区 域 积 分 进行 数值 积分 ， 首先 将 区 
域 积分 分 为 有 限 个 单元 ， 其 次 将 区 域 积分 离散 化 ， 然 后 利用 高 其 
求 积 公式 进行 计算 。 对 于 式 9.87) HERI BA Ы EA 
况 ， 可 以 从 上 述 三 种 方法 中 选择 一 种 合适 的 方法 进行 处 理 。 例 
如 ,对 于 所) 的 积分 ,可 采用 第 一 种 方法 ;对 于 六 (CP ) 的 积分 ， 
可 采用 第 二 种 方法 ; 对 于 5S,(P。) 亿 积分 ， 可 采用 第 三 种 方法 。 

HREP), ILPORS PO 都 采用 第 三 种 方法 ， 则 式 
(9.87 ) 可 变 为 

| 


. BPD P| uP,, QUOA 


Ra 


IPOs E | FP, QE 00)4 О (9.88》 


` Fs ~ . : 
SCP。)= ры Sau (Pa, О), (QUQ 


计算 3.(P。) 时 ,只 对 可 能 发 生 塑 性 变形 的 区 域 划 分 网 格 ( 图 9.4); 


计算 JP。) 时 ， 只 对 温度 变形 尔 区 域 划分 网 格 ; ЕЁ, СР, 


了 时， 则 对 整个 区 域 @ 划 分 网 格 。 
rte 
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对 式 ( 9.86 ) 的 离 租 有 五 种 方法 ， 这 些 方 法 在 第 四 章 ( W $ 
-4,4 ) 书 有 介绍 ， 本 节 只 简单 地 介绍 两 种 方法 。 


1。 第 一 种 方法 
如 果 将 每 个 边界 区 域 分 为 ,分 等 分 。 则 式 ( 9.86 ) 便 变 为 


Wen Po SO = 2, [ши (Pos so Pilss) 


= bh (Po, =) шз) 1h, (9.89) 


式 中 4, 是 与 数值 积分 求 积 公式 有 关 的 系数 ， 见 第 一 章 8 1 .7， 

-2= №; PRIE Р, =s; (ј=0, 1, 2, =, N), N 

为 整个 边界 太 的 分 段 数 。 | 
“利用 第 四 意 的 做 法 ， 将 式 ( 9,89 ) 代入 式 С 9.85) 可 得 ， 


[HI{u}- СКО} 
=(ËY+ рлар sltt ` (9.90) 


式 中 [万 ]、[K ] 、{4}、{ 力 } 和 { 广 } 与 第 四 章 相同 。 同 理 从 
式 (9,71) 可 得 : 


G, (P) = П.Р, s)+F(P) 


+IP) + SP) (9.91) 
Ah k, l, a, b= 1, 2 à 
П.Р, s= YA D Daal Pssi риа) 

-Saral Po su(s ) Jha (9,92) 
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j; Dara P,Q QAQ 


$ E EA s | 

TAP)= Y | g Rea Р,О (QQ | 
ezi) Qe | 
-a 1+ 1)era(P) 

~ Es эе К 

SAP)= F | „, СР, Qy О›ао 
«Т1 Qe ( 

G@ ` 

AT) [2 ep) 


#01-00. | 
利用 第 四 意 的 做 法 ， 由 式 C9.90) 9715: 
toe CŘ- CAI +{Ё} 
[TI{e}+ ES 16) 


2。 第 二 种 方法 
如 果 边 界 未 知 量 用 三 次 已 样 条 函数 来 通 近 ， 


(s) = Yp (s) 


рә) = hupo 
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‹ 9.93) 


‹9.94› 


JIA (9.86) 可 变 为 


Dn Pao) = У[(| СР, офесоаг ue 


- p PUPPA Pu) 《9.s5? 


式 中 у], FEA = 中 | FPA, 
102 Tn Т) +; ; 


将 式 (9.95 ) 代入 式 (9,85) 即 可 得 到 式 ( 9.90 ) 。 由 上 述 
可 知 ， 式 《9.90 ) 和 式 (9.94 ) 可 以 代表 五 种 方法 的 计算 格式 。 

式 (9.90 ) 和 式 (9.94) 与 边界 条 件 有 关 。 在 式 7 9.90 ) 和 
ТСО 中 引入 边界 条 件 后 ， 出 式 《9.90 ) ME С, 7 TIE 
为 下 列 形式 ， 


[А1{Х}={]}+151{#'+ 7 7 (9.%› 
{ср=[Й1{Х}+{}}+{$91{#"} 17 (9.97 > 


RÄ айлан Фин. 
由 式 〈 9.96 ) 可 得 ; 


{ 文 } = [Q]{2z}+{ 已 } (9.98 y 


АФ CQJ=CAI IS], (Рр= 414] } (9.99) 
将 式 (9.98) 代入 式 (9.97 ) 可 得 ， " 
49 р= 01°} + {P} 《9.100》 
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{P}={7}-[AI{P} 
(9.101) 


[01=2$1-г41гО1 
山上 上述 可 知 ， 计 算 应 力 时 ， 只 用 式 ( 9.100 ) ЖТ. ЖЛ 
Z (9.100) 求 出 fe?} 后 ， 即 可 用 式 (9.98 ) Ж 出 边界 未 知 量 增 
COEL GEESA 


如 何 求解 ? 本 节 介 绍 两 种 方法 ，(〈 1 ) 迭代 法 ，( 2 ) 拟 线 
性 解法 。 


(二 ) ik X ik 


对 于 弹性 问题 ， 因 为 {e}={ 0 }， 因 此 由 式 〈9.98 ) 和 式 
《9.100 ) 可 得 : 


(Xy=(P) (9.102) 
{0}={P} (9.103) 


ШЖ, {Р } 和 ({ 户 } 对 应 于 荷载 增 量 的 弹性 解 ， 它们 都 满 
TEMA, 


如 果 设 { R аво, (R) mana, 对 
于 比例 加 载 ， 则 有 


vx=R/R (9.104) 
:是 一 个 荷载 比例 系数 。: 
式 《 9.100 ) 对 于 前 ы oR 

{о}, =[Q1(e +y Py (9.105) 
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或 {0}, [Q] erh {Aeh +y Py (9.106) 


uh FERRETA k ARR (PPD 03638 TFR MEJA. 
RH Aer AA 500 Дер, AR Ae 为 塑性 应 变 增 最 ， 


”可 以 出 塑性 增 最 理 论 决定 。 本 节 以 Mises 届 服 条 件 为 例 ， 根 据 各 
向 同性 强化 材料 的 增 量 理论 可 知 ， 


Aer, = DES ef (9.107) 
є. 
P 3Се,,-0} d 9 
式 中 Аа елы (9.108> 
е, = 6!, - 54 Š J (9.109) 
е,, = Үе, ' (9.110) 


el; =e (00 днб) + Aef, (9.111> 


其 中 已 及 aa 都 是 前 一 级 荷载 下 的 量 ， 是 已 知 的 ， cs 为 前 一 级 荷 
载 下 的 届 服 应 力 ， 五 为 硬化 系数 。 | 
Ñ С 9.106 ) 可 以 利用 迭代 法 求解 


《1 ) 假设 塑性 应 变 增 量 的 初 值 {Ae?}? 。 一 般 假设 塑性 变 
EHE. 
(2) Ле НА (9.106) Ж {о}. 
(3 ) 利用 式 C9.1i1 ) 求 ef) ;其 中 co tote yw. 
4) 利用 (9.110 ) 求 e。,。 ` 
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《5 ) #I (9.108) Ж Ae?>0。 

《6 ) 5 9.107) Ж Лер, 。 

(7) 利用 第 6 步 求 得 的 所 有 点 的 Лер, 可 组 成 {Ле}, 将 
“EIRA (9.106 ) ， 求 出 第 一 次 失 代 应 力 {0}: 。 

(8) 重复 步骤 ( 3 ) 206) ЖЛ, 

(9) 利用 式 ( 9.106 ) 求 出 第 二 次 迭代 应 力 {a}i。 

(10) 反复 选 代 运算 ， 直 到 1{e"j"- {ere jeh e 
势 定 的 微小 正 数 。 这 时 {c 必 为 本 级 荷载 增 量 下 的 最 后 应 力 结果 。 

01) 上 述 已 完成 第 R 级 荷载 下 的 选 代 运算 ， 接 着 可 加 入 第 
R&+1I 级 荷载 ， 并 由 式 (9.106 ) 可 知 ， 


oaa = [BI е, + 0ле?) 1) Pead Ph — (9.125 


AP {eh = {Р}, + Лет), (9.113) 
4 khia ВИН, Woh Rha MAREN 
和 最 终 塑 性 应 变 {e7}。 
(12) HHE MAFA: 
{X} =[Q] {e°} + {P} (9.114) 
可 得 边界 未 知 量 ， 式 中 { 己 } 是 全 荷载 下 的 弹性 解 〈 边界 位 移 或 边 
RH. 
在 整个 选 代 过 程 中 ，[GJ、[QJ、{ 户 } 及 { 已 :保持 不 变 。 故 
计算 很 方便 。 
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(三 ) 拟 线性 解法 
式 (9.106) 可 以 写成 下 列 形式 : 


{0}={0} o) (9.115> 
Kh 403-07-47} (9.116) 
{0}°=[Q] {sr} (9.117》 


这 里 fc ре 为 弹性 解 对 应 的 应 力 增 量 向 量 ; {0 je 为 塑性 变形 


引起 的 应 力 增 最 向 最 ;,[Q ] 为 塑性 变形 对 应 力 影响 的 系数 从 阵 ， 
它 与 物体 的 弹性 性 质 、 几 何 形状 和 约束 条 件 有 关 ， 即 


101=121-271г41°1[51 ! (9.18) 


根据 塑性 理论 ， 对 于 进入 届 服 阶段 的 单元 ， 其 应 力 满足 届 服 . 
准则 ; 


0,0.) = 0? -oer,T)=0 (9.119 


式 中 0 为 等 效应 力 。 
在 加 载 阶段 ， 它 满足 下 列 一 致 性 条 件 ; 


afs Saa + Lac, =0 (9.120> 
将 了 看 作 塑 性 势 ， 根 据 增 量 理论 ， 则 有 
de? =о-9/ | (9.121› 


对 于 每 一 个 进入 屈服 的 单元 列 出 式 (9.120) 及 式 (9.121)，. 
并 利用 式 C 9.115) 和 式 (9.117 ) ， 可 得 : 
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рэ әү 10a 92) е,+ (22) ао, 
+ (SL) аа =0, i=l, 2, =, E (9,122) 


起 中 巨 为 进入 塑性 届 服 的 单元 ，[Q,，)] 为 将 [Q] 按 单元 展开 的 
FER 
对 于 硬化 材料 ， 根 据 塑性 理论 可 知 : 


‚=енд/_. (9.123) 
до, 


式 中 万 表示 硬化 系数 。 将 式 ( 9.123 ) 代入 式 (9.122) 可 得 ; 


EC) (Se) er (G) He 
=- (E " 40; i=l, 2, =, Е (9.124) 


HIN (9.124) 可 得 : 
ГС] {с) = {9} (9.125) 
利用 式 〈9.125 ) 可 求 出 cy 值 ，cy 必 须 大 于 或 等 于 零 ， 如 果 
算出 的 cj 为 负 值 ， 表 示 这 个 单元 在 荷载 增 量 下 处 于 印 荷 状态 
则 必须 重 算 。 当 cy 求 出 后 ， 利 用 式 C9.121 УЯН Н 
量 下 所 产生 的 塑性 应 变 增 量 de”; 利用 式 (9.117 ) 可 求 出 应 力 增 
Жао”; 利用 式 (9.115 ) 可 求 出 总 应 力 增 量 do。 由 上 述 可 得 : 
(ocha = {0}, t dicha (9.126) 
式 中 dc: 为 (83+1) 级 荷载 增 量 作用 下 的 应 力 增 量 ; о, 为 施加 
n 级 荷载 增 量 后 的 应 力 ; 0，,, 为 施加 (n+1) 级 荷载 增 量 的 后 的 
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59.6 ”薄板 弹 塑 性 问题 的 样 条 边界 元 法 
本 节 以 各 向 同性 的 小 挠 度 薄板 为 例 来 建立 薄板 弹性 问题 的 样 
条 边界 元 法 >。 
(一 ) 基本 方程 
对 于 小 挠 度 弹 塑性 薄板 的 弯曲 变形 增 量 为 
žu = + x£, ` (9.127) 


式 中 хаш, k, [=х, у 
` (9.128), 


Q =u + ш? 

其 中 ww: 及 wr 分 别 为 注 板 的 弹性 找 度 增 量 及 塑性 搁 度 增 量 ; 
xy 及 *f, 分 别 为 薄板 弹性 曲率 增 量 及 塑性 曲率 增 量 。: ， 

弯曲 内 力 与 找 度 有 下 列 关 系 : 


` Җ 


Ma= -D(1-u) сы - ч) 


л -uD х, X? Ön (9.129) 
式 中 为 泊 松 系数 。 А 
因为 “ih,1=x,y， 因 此 . 
| ЖЫ t 
АЕ E тм Data $ А (9.130), 
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洲 板 的 平衡 方程 为 


Mas ss + 2 Meyssy + Msyy= q (9.131) 


式 中 4 为 板 上 横向 荷载 增 量 。 
将 式 (9.129) 代 入 式 (9.131 ) 可 得 弹 塑性 薄板 的 基本 方程 


Vtu= q+ (9.132) 
式 中 -为 薄板 的 等 效 疹 载 增 量 ， 即 
а= раъи), + (и + ХР), уу 
+а-шре,,„, (9.133) 
META, йр EE Ж-НИН О I 
Ma. = Ms, + Ms, (9.134) 
RPM, МТ, 分别 为 济 板 的 弹性 弯 短 (或 扭矩 ) НИК ОНИН 
ж ОШ) ШШ. 
(二 ) 边 界 积分 方程 
泗 板 边界 积分 方程 的 增 量 形式 为 
ССРУ Р) = 人 [asCP，s) 产 Cs) = OP, Мз) 


-УЗ(Р, s)+ ws) + MUP, OKSAT 


+TAP)I+FAP)+ SKP) k=1, 2,3 (9.135) 
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Ж ош =u 5,=6=0,. 
ЁР) = |, 4әзР,О)а0 (9.136) 
ŠP) = | сер) (9.137) 
其 中 [eq = Db, aP, х,аР, 


{рро JQ, zu, QA] 


rl А 0 1 
ил=р| и 1 0 
0 0 (1-и)/2 
其 余 记 号 与 第 五 章 相 同 。 


薄板 域内 任 一 muspa katinka 
{M}= -ED]{x} 2. (9.138) 
. . + ` т 
式 中 {й}=[й. М, й.) 
. . . ve T 
кы ж. ж 
薄板 域内 任 一 点 已 的 曲率 增 量 为 
xC = | U Paco CP, sy М,(з)@%, (Р, з) - 
-WSW Era CP,S) +0G)Mt,, (Р,з)14Г 
+ EERW al Ps4) 
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= 0081) Кї (P,s,)1 +, q (Qyu*,, (P,Q)dQ 


+Í, [ss],uLD]fxyedg (9.139) 


(三 ) 样 条 边界 元 法 
如 果 采 用 域外 奇 点 来 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 ，CCPy》 
= 0 。 如 果 将 整个 边界 分 为 朵 个 区 域 ， 则 式 〈9.135 ) TEH 
EDP, + PP)+ EAP) SAP)=0 (9.140) 
Зн MP, o) | Сәт, sW) 
-0X P, MAS) = УЗ„(Р,зуш(5) 


+MP, dr (9.141》 


式 〈9.141 ) 的 离散 有 五 种 方法 ， 这 些 方法 在 第 五 章 ( $ 5.4) 
已 有 介绍 ， 本 节 只 简单 地 介绍 两 种 方法 : 


1。 第 一 种 方法 
如 果 将 边界 本 分 为 NN 等 分 ， 则 
SLS Lsa LLS, 2=N, 


5; =s +ihn Вы = Siri —5(=1[„/г 
W Lach, so)= л WNP, s OVAS) 
“ORP, з,уМз,)- VUP; s) ш(з,) 


+MP, =,)0(5, )3h,, (9.142) 
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将 式 C 6.142) 代入 式 〈9.140 ) 可 得 : 
ЙЫР, зә+ТКРу+ ЁК Ру+ SLAP)=0( 9.144) 
如 果 将 塑性 区 分 为 巨 个 单元 ， 则 
50Р) = È fo, LEDI trap (9.144) 
ESTE 
设 ws)= уу wgs) bs)= AO) 
V.G)= P.C, M.G) = E Mgs) 
WMR C 9.141) 可 变 为 
Ш.Р, (|. WP, nw sya p 
-([ „5 Ps gs aTr i 
-(| VCP, AUT ) we 
+ (fr MP ooa }.] (9.145) 
起 中 | 
ОУ], EP, Var = 号 | ”rePoar 
Ж, PERDRE. | | 
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式 (9.143) 与 边界 条 件 有 关 。 在 式 (9.143 ) 中 引入 边界 条 
件 后 ， 并 将 式 (9.144 ) 代入 ， 可 得 : 


саар (ре (9.146) 
同样 由 式 ( 9.138 ) 和 式 C 9.139 ) 可 得 : 
{MM}= АҢАА 60516) (9.147) 


区 域 Q 内 任 一 点 的 挠 度 增 量 由 式 (9.135 ) 决 定 。 3609.135). 
可 得 : 


о р СИХ JACS} (9.148) 
H & (9.146) 可 得 : 


(Xy=[Q1(;”+ (P) (9.149》 
Rp С0]= 417052, {PP}=[4I-!{f} (9.150) 
将 式 (9.149 ) RAR (9.147) 可 得 : 
{M}= [QI { xr} + (My (9.151) 
ih [01=[91-гЛгО: 
tiy О-Н) (9.152 
由 上 述 可 知 ， 计 算 弯 短 及 扭 扰 时 ， 只 用 式 《9.151 ) 就 行 了 。 


利用 式 《9.151 ) 求 出 {*?} 后 ， 即 可 利用 式 《9.149 ) 求 出 边界 


未 知 量 增 量 的 参数 向 量 { 久 }。 求 解 的 方法 有 选 代 法 和 拟 线 性 解 
尘 ， 本 节 只 介绍 拟 线性 解法 。 
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(四 ) 拟 线性 解法 
A (9.151) 可 以 写成 下 列 形式 : 


{NM}={M}: TAMI (9.153) 
Ae {My ={ 了 }-[AI{P} 
(9.154) 
{M} = [QJ {x*°} 
将 式 (9.149 ) RAR (9.148 ) 可 得 ， 
{аре (9) + р (9.155) 
Rho оре раан» | 
` l 
{w= [g] (=P) (9.156) 
cg] =[8]+CAICQ] | 
根据 塑性 理论 ， 对 于 进入 届 服 阶段 的 单元 ， 其 应 力 满 足 届 服 
ЖОМ, M.)=M:-Mi= 0 (9.157) 
在 加 载 阶段 ， 它 满足 下 列 一 致 性 条 件 : 
df = Əla ai гам, =0 (9.158) 
SMETA AEE 
х? =c- ` (9.159) 


ЖХ (9.155), Ж (9.156) 和 式 (9.159) 代 入 式 (9.158) 
可 得 ， 


357 


af yz fa of CAVE 
(ат) O(A) BAM + (у) aM: =o 
(9.160) 
对 于 硬化 材料 ， 式 中 dM 为 
eo 
dMu=cH i7 (9.161) 


如 果 对 塑性 区 划分 网 格 ， 则 式 《 9.160 ) 可 变 为 


EC ae (ane, 


2209] . = .. F 
= (55е), ам: i=1, 2, =, E (9.162) 
HA (9.162) 可 得 : 

[GJíc)= {9} (9.163) 


利用 式 〈9.163 ) 求 出 cy 值 后 ， 即 可 利用 式 〈 9,159) 求 出 在 此 荷 
载 增 量 下 所 产生 的 塑性 变形 增 量 dx?, HAR C 9.154 ) RHUN 
ж айа{М}„ ш Б: 

{ш} ri = {ш}„+4{ш}„,, } 


{М} ={М}„+а4{М}„,, 


(9,.164) 


$9.7 计算 例题 


【 例 9.1】 图 9.5 为 厚 壁 圆 简 的 横 截面 ， 受 均 布 内 压 p， 材 
料 和 几何 参数 为 E=2.1x10tdN/mm?, p=0.3, с, =24dN/ 
mm*, H = 0，rs=2ri，ri=100mm， 求 它 的 弹 塑 性 解 。 

由 于 轴 对 称 ， 取 四 分 之 一 进行 计算 ， 图 9.6 为 边界 分 划 及 区 
域 分 划 ， 计 算 结 果 见 图 9.7。 由 此 可 知 ， 样 条 边界 元 法 的 结果 与 
解析 解 非常 接近 。 
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图 9.5 


图 9.6 


татті) 


KI p= 184N | тт! 
138 


э | 20} 

їв я 16} 

# жик | 一 解析 法 

i + НАШИЛ g * 样 条 边界 元 法 
4 4 


0 4 R15162024283; 740. олау йай 7” 
图 9.7 
【 BJ9.2] - 图 9.8 为 一 块 开 孔 铝 板 ， 受 单 向 均 布 拉 力 , E = 


0.7х10*Ад/тт?, oo=24.3kg/mm’*, Н =0.032Е, 4=0.2, 
求 它 的 弹 塑 性 解 。 н 


由 于 对 称 ， 本 例 取 四 分 之 一 进行 计算 〈 图 9.9 ) ， 计 算 结 果 
多 图 9.10。 


| 
тр : 
TAAT TR 
i i > А 
ЖЕ I 20 
РЕ 1 d 
20mm mema я от 
Е | @ Ë ! 2] 
Eul 4 | 
p am dmm, mm. == LL SSES 
= —36mm— t атт 1. 二 
图 9. 8 图 9. 9 
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vafoe 


”一 一 样 条 边 四 元 法 
一 一 ~ 一 试验 结果 (文献 [ 6 J) 


O 02 94 06 08 1.0 (10-уур 
图 9.10 


〖 例 9.3 〗 图 9.11 为 四 边 简 支 薄板 ， 受 均 布 荷载 9，9= 23 
em Ь=15ст, 厚度 t+=1lcm,， 9 =5357/m2， p=0.3, E= 
lx10*kg/cmt, H=0.055E, c,=4400 kg/cm*， 求 它 的 弹 塑 
解 。 

本 例 的 届 服 条 件 为 

УМ, M,)=M:-M.M,+M:+3M:, ~ M3 (9.165) 
利用 样 条 边界 无 法 求 得 的 结果 见 图 9.12(y = 5/2 处 的 撞 度 ) 及 表 9. 
bs z 


图 9.11 图 9.12 
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389.1 例 9.3 的 计算 结果 


Rs w (em) ox(kg/cm*)| oy(hg/cm*) 
в/6, b/6 0.085 2454 3271 
0/3, b/6 0.1490 5 3217 4682 
а/2, 5/6 0.1710 з427 5104 
а/6, ЫЗ. 0.1500 3778 4694 
9/3, b/3 0.2100 4227 5924 
0/2, b/3 0.3000 4271 6361 
9/6, b/2 0.1840 { 4231 5194 
a/3, 5/2 030 | зм | 6240 
9/2, b/2 .， 0300 4424 6481 
表 中 os 及 0y 为 应 力 分 量 。 
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第 十 章 Ша Ж 


各 种 方法 都 有 自己 的 优 缺 点 ， 在 实际 工作 中 可 以 将 各 种 方法 
联合 应 用 。 例 如 ， 有 限 元 一 一 样 条 边界 元 法 ;解析 解 一 一 样 条 边 
界 元 法 ; 样 条 边界 元 一 一 能 量 配点 法 。 这 样 可 以 扬长 避 短 ， 发 扬 
各 种 方法 的 优势 。 杂 交 出 优势 。 

本 章 主 要 介绍 几 种 耦合 法 的 基本 原理 及 方法 。 


$10.1 有 限 元 -一 样 条 边界 元 法 


本 节 以 弹性 力学 平面 问题 为 例 。 图 10.1 由 区 域 0, 及 E RA, 
:组 成 的 区 域 9， 这 两 个 区 域 在 交界 面 上 的 连续 条 件 为 
us=u;, pa+ bs= 0 (10.1) 
我 们 用 样 条 边界 元 法 分 析 区 域 Q: ， 用 有 限 元 法 分 析 ERA С 图 
10.2 ) ， 然 后 利用 式 〈 10.1.) 所 示 的 连续 条 件 将 两 者 耦合 起 来 进 
行 求解 ， 这 种 方法 称 为 有 限 元 一 一 样 条 边界 元 法 。 


图 10.1 | 图 10.2 


对 于 区 域 :， 利 用 有 限 元 法 可 得 : 
IG1{u}={R}+{F)} (10.2) 


ҖИРГС1®ТЕ ДО. ИП ЕЕЕ; { 4 } 为 区 域 2: 的 结 点 位 移 列 阵 ; 
{Р} (F) 为 区 域 2: 的 结 点 荷载 列 阵 ， 前 者 对 应 于 面 力 ， 后 


者 对 应 于 体力 。 
对 于 区 域 2,， 利 用 样 条 边界 元 法 可 得 ， 
[H)(u)=[K1](p)+ (B) (10.3) 
或 [A] {9} = (p) + (f) (10.4) 


式 中 [Al]= [KI-CH], (= СКОТА} (10.5) 
其 中 {4 } 为 区 域 8; 的 边界 结 点 位 移 列 阵 ，{ Р) AERA Hy 
ЫЕ ОШ ЛУ, {В} 为 区 域 人 ,的 体力 项 。 
由 于 { К} 中 的 分 量 是 结 点 集中 力 ，{ p} 中 的 分 量 是 分 ЯГ 
面 力 在 结 点 上 的 值 ， 两 者 不 同 。 如 果 利 用 式 (10.2) 及 式 (10.3 ) 
联合 求 {4} ， 则 必须 将 (R) ( p) 进行 变换 。 即 
{А} ъ= [M 1 (b) (10.6 > 
式 中 { R ) s 为 等 价 的 结 点 集中 力 列 阵 ; СМ ] 为 面 力 转换 矩阵 ， 
可 按 文献 [ 6 ] 的 方法 建立 。 
由 式 (10,4 ) 可 得 : 
[G] (u) = (R) t {F}s . (10.7> 
式 中 [GJ]s= [MI][A], {F}s=[M]{f} (10.8) 
其 中 {}s 为 区 域 Q, 的 边界 结 点 位 移 列 阵 。 
由 式 (10.7 ) 可 知 ， 可 以 将 边界 元 作为 有 限 元 法 中 的 一 个 单 . 
元 ， 因 此 利用 式 (10.2)、 式 《10.7) WA (10.1) 可 求 出 位 移 
向 量 。 关 于 这 一 点 的 具体 做 法 ， 就 是 利用 式 ( 10.1 ) 所 示 的 两 个 
到 域 交界 面 上 的 连续 条 件 将 式 (10.2 ) 和 式 ( 10.7) 装配 (看, 
合 ) 起 来 进行 求解 。 
这 种 方法 可 以 推广 到 各 个 领域 中 去 应 用 。 


$10.2 样 条 边界 元 一 -能量 配点 法 
本 池 以 水 库 为 例 ， 介 绍 一 个 求解 流 一 一 固 耦 合作 用 的 方 靶 = 
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先 用 标 茶 边界 元 法 分 析 水 体 ， 用 样 条 能 量 配 点 法 分 析 坝 体 ， 然 后 
将 两 者 不 合 起 来 进行 求解 ， 这 种 方法 称 为 样 条 边界 元 一 一 能 量 配 
点 法 ， 详 见 文献 [ 1 ] 至 文献 [ 5 ] 。. 


(一 ) 样 条 边界 元 法 分 析 动 水 压力 
当 坝 体 作 微 幅 谐 振 时 ， 动 水 压力 满足 下 列 微分 方程 及 边界 条 


kE, 
Vap+k*p= 0 EQ (10.9) 
рер С } aao 
: 式 中 "为 边界 向 外 法 线 ( 见 第 三 意 ) 。 
根据 样 条 边界 元 法 的 原理 可 得 [5:]， 


{R) = СОНОР) - Kotojn)G0.11) 


式 中 (p),.,= [Po Pi Po ° р. 15 
(q),= (4 9 q, * 9: 12 


[H1,=[CJ)š- [qt 1. ГА] nhn | (4012› 
СК 1,= СР) „ГАЈА, 
СА] „= diag (5%, 21, Aas +", Az) (10.13) 


[q*],=[9* (5, s.) J 1 = 0, 1 2 
[os грез, s1) JI) J50 D2 00:00) 
[CJ),=diag(C,, Ci, С,, **C,) (10.15 > 
®Жїа=з з= ШЕ], z= У, 
Чаяан ВНА ОК, ME 
p(s)= [ PCs) ] {а}, (5) = CECS) 146}, (10.16 ) 
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将 式 (10.16 ) RAR (10.11) 便 得 ， 


{R}=[HI{o} -LKIb < 10.17 
R 10.17) 与 边界 条 件 有 关 ， 引 入 边界 条 件 后 可 得 
(R) =LAHX}- У C 10.18): 
利用 配点 法 可 得 : 
[Al {X}={/} C 10.19 >: 


利用 式 ( 10.19 ) 即 可 求 出 坝 体 上 的 动 水 压力 [14 1。 


(二 ) 样 条 能 量 配点 法 分 析 坝 体 


本 节 以 重力 坝 为 例 ， 将 它 简 化 为 一 个 变 截面 的 悬 W Е 图 ' 
10.3) 来 分 析 ， 因 为 这 个 梁 矮 胖 ， 因 此 计算 时 ， 不 仅 要 考虑 弯 昌 ， 
变形 的 影响 ， 而 且 还 要 计 入 前 切 变形 的 影响 。 

如 果 不 兆 虑 振动 的 阻尼 ， 则 梁 横向 振动 的 能 最 泛 函 为 


fa 
п=1 efrog ) +C CI b- p Сёз) 


= 2 pu ]4уа! (10.20) 
式 中 шешу, Р) —— RIE, 
Ф=Ф (u, ty 一 一 梁 横 截面 的 转角 ， 
b= рси, t) 一 一 梁 上 的 横向 荷载 ; 
”1 一 时 间 ，.<!<t,; 
D= E1 一 一 梁 横 截面 抗 弯 刚度 ; 
С-— Ф ТИИ РИЛИП, ШШ 
1061 +u) 
12+11н -GA š 
4 一 一 泊 松 系数 Ps = P14 一 一 单位 长 度 质 景 : 
С, о НАЯ, 


(10.21) 
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п | \ 
| ү \ 


上 于 -一 一 一 一 B sak 


图 10.3 


„1 
设 w= енд}, бод) | 
\ (10.22) 


= LUB) = EAB | 


ЖР A =u B,=%, 
{А} = [w А, A, … Ама 3” 
{B} = 2, B, B, = By, 17 
[é] = [Ф ó, ó, ° фу] 


$s Cu) = 2р. 0 从) 60 € 区 +1 7 
асу ев a RE AE 2 


Bey) pa C-i), бе 2,3," N+ 1 (0.23) 
HA (10.22) 代入 式 《 10.20 ) 可 得 : 
mtf {BDrg HB - CL#30() 


一 LHB CC (#'1(A) - CSHB? ) 
Ж 367. 


ара А} Lh- ps ( A} TEITI (4) Jdydt 
(10.24 > 
如 果 在 梁 作 和 等 分 ， 利 用 能 其 配点 法 ， 则 式 (10.24 ) 可 ЛЕ 
为 
„(иг (4FrCK т (4+ (BP EK:I{B)} 
-2{ AFK] (8-2 (А077 А12) 
- (AFE [M 1 ( Á) 1hdt (10.22 > 


НСМ] = [97А] Ce] Cg] 

ТК..]= [97 1712] 1С1(9'] | 

[ K.: ] =[9/17{41(С1С91, (K, ,1= [K | 10,16» 

[K.: 1] = [g J[TAJEdJ3Eg971+ С91°А1СС2С9] 

(p)= [POYyt) PU) e рб ук!) 27 C 10.27 

ГА] =diag (åa, Ais * Ax) 

[C] =diag(C,, Cis Cs", Cy) 

[d] =diag( D,, Dı, D,…D,) 

[pa ) =diagLps(y0), P(Y: ) …，pa(yy)] 

D,=D(y,), С=С(у,) ў=0, 1,2,, N 
/1/3, j=0, N 

4,= 12/3, ј=2, 4, =, N-2 МЖ C 10.29 > 
\4/3, j= 1, 3, =, N- 1 


| (10.28› 


1 0 0 
78 3.75 1 0 ， 
[9] = 于。 тата i 
| Мы му М ; 
: 0 1 4 1 | 
k: 1 4 1 JOQN+tI)GQY+ 2) 
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07? 0 2 : 
-2 0 2(N+2XN+1) 


HR С 10.25) 进行 变 分 可 得 ， 
CK a HA} - [ K .MB) + MHA? 
-[gJ'[2J(p) = O ‹ 10.30) 
[K,.J(B) - [ K,, (A) = 0 (10.31) 
也 式 ( 10.30) MA (10.31) 可 得 : 
[MJ{A}+ ТКА) = {Р} (10.32) 


式 中 CKI= [KI- EK] CK IC Kula0.ss) 
LP}=CgITCAI (Р) 
(三 ) 库 水 与 坝 体 的 耦合 动力 方程 
当 发 生地 震 时 ， 坝 体 的 动力 方程 为 
СМД + CKHA)={P)} (10.34) 


式 中 { A, ) 为 与 坝 体 绝对 加 速度 有 关 的 参数 。 坝 体 的 绝对 加 速 
度 岂 .等 于 地 面 加 速度 w, 加 上 坝 体 相对 于 地 面 的 加 速度 中， 即 


(ш. = (9) + {ш} ‚(10.357 


式 中 (ше 9А. }, {we} = 0304,3, (әр TA 
(10.36) 
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由 此 可 得 。 А реА, tA) (10.37 > 
将 式 ( 10.37 ) RA (10.34) Eih 
MI A+IKNMAY= {PI- [MI A C10.38) 
其 中 { Р) 为 动 体 压 力 的 等 效 结 点 荷载 。 由 式 (10.19 ) 可 得 坝 
面 上 的 动 水 压力 -14 
(p) = -юр[Є1{ш„}= -p[G] (ш,+ ш) (10.39) 
式 中 Ap 为 水 的 容重 。 将 式 ( 10.39 ) 代入 式 〈10.33 ) 可 得 ， 
(Р) =-М,) (А) + ТАР (10.407 
式 中 [af ]=[g]7[43por[cG]lfec] | C10.41) 
将 式 ( 10.40) 代入 式 ( 10.28 ) 可 得 : 
СИ А + [KI A}= -CHI{A, } C10.42) 


式 中 (M)=[M,J+ [MJ (10.43) 


HÑ (10.42) 可 以 看 出 ， 考 虑 水 体 与 结构 的 共同 作 ЛЕ, 
动力 方程 的 形式 不 变 ， 只 是 在 质量 矩阵 [ M ] 上 加 了 附加 短 e 
FM，]。 


(四) 坝 体 动力 特性 的 计算 
当 坝 体 自 由 振动 时 ， 令 式 ( 10.34 ) 等 号 右边 等 于 零 ， 辑 
` [MO A}+[IKI]{A4}={0)} (10.44) 


Ж {А} = (AtYsinCot+ay., MÈ (10.44) 便 得 : 
C[KJ]J-ot[M1)(14)= {о} (10.45) 
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A ‹ 10.45) 是 一 个 齐 次 方程 ， 因 为 在 自由 振动 时 ， 坝 体 各 
点 的 振幅 不 全 为 0， 则 {4} 二 {0}。 因 此 式 (10.45) 括 号 
内 算 阵 的 行列 式 等 于 0 ， 由 此 可 得 坝 体 自 振 频 率 方程 为 
IC[K1-2[tM]1I=0 (10.46) 
式 中 4=o I 
式 C 10.46 ) 是 ?的 邮 次 代数 方程 式 ， 由 此 可 求 出 M 个 自 振 频 
率 。 对 于 每 个 自 振 频 率 ， 由 式 (10.45) 可 求 出 相应 的 一 个 {4}。 
当 (A) 确定 后 ， 由 式 (10.22 ) 可 求 出 一 个 相应 的 振 型 。 
式 中 4 称 为 特征 值 。 因 此 求解 空 库 时 坝 体 自 由 振动 问题 可 归 
结 为 求解 广义 特征 值 问题 ; | 
[ЬК1{А}=5{ {М1{А} (10.47 ) 
对 于 满 库 时 坝 体 的 自 振 特 性 求解 ， 只 要 把 式 (10.47.) 中 的 
[M 2 IM ] 就 行 了 其余 做 法 与 空 诬 情 况 相 同 。 计 算 结果 
详 见 文献 [ 3 ] 。 


《五 ) 坝 体 地 震动 力 反 应 的 样 条 函数 方法 和 1 


因为 前 面 已 求 得 了 坝 体 的 自 振 特性 ， 因 此 本 节 用 所 型 选 加 法 
求解 坝 体 的 地 震动 力 反应 。 

求解 一 个 "自由 度 结构 的 动力 反应 问题 ， 可 归结 为 求解 下 列 
的 微分 方程 组 

[MY {WW}+ СС] (Й р +СКОИ = Р} (10.48) 
ЖИСМ], (С1й г K ІАЕ, BJERI E 


=й, BERE: (H) (W Y. f (HO) 分 别 表示 nm 维 位 移 
向 是 、 速 诬 向 量 和 加 速度 向 量 ;， 已 是 ” 维 干扰 力 向 量 。 它 们 都 是 
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тїн} ЇЙ РӨ, 

MIÈ C 10.48) 可 得 振 型 迭 加 法 的 基 杰 方程 

Поко o gt oN XP  i=1,2,,n (10.49) 
式 中 ,为 第 ;个 规格 化 的 振 型 向 量 ，o:;: 是 与 第 ;个 振 型 对 应 的 无 
阻尼 自 振 频率 ，* ;为 第 ! 个 振 型 对 应 的 阻 足 比 。 利 用 式 (10.49 ) 
可 以 确定 结构 的 动力 反应 ， 详 见 文献 [ 7 J 至 文献 [ 15 ] ， 坝 体 
地 应 震动 力 反 应 的 计算 结果 见 文献 [ 3 ] 和 文献 [ 15 ] 。 

计算 结果 表明 ， 利 用 样 条 边界 元 一 一 能 景 配点 法 求解 库 水 与 
坝 体 的 动力 耦合 问题 ， 是 一 个 经 济 有 效 的 方法 ， 值 得 推广 使 用 。 


$10.3 差分 法 与 样 条 边界 元 法 联合 应 用 
本 节 以 瞬 态 扩散 问题 为 例 。 瞬 态 扩 散 定 解 问题 为 


Vuce, t>- 90% so EQ (10.500 


u(x, t) =u (x, t) er, (10.51 > 
g(x, t) = 9 (х, t) er, 


u(x, to) =u (x) EQ С 10,52) 
如 果 取 一 个 足够 小 时 间 增 量 At， 则 有 | 
9u (x, 1) _u(x, 1 -u(x, t-At) 


3 АЎ С 10.53 > 
HA (10.53) КАЗ (10.50) 可 得 ， 
2 一 1 
Vu ( x, {Агу БАР" (x, t+ АР) 
+. lucx, t)=0 C10:54) 
kåt * М 
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利用 加 权 残 数 法 可 得 下 列 边界 积分 方程 4 


CEPYuCP, t+ht) + | aF, QOu(Q,, t+At) dT 


=f аР, Qs,) aCQ,, t+At) dT 


1 * 
+ Ја CP, Q)u (Q, t+At)dQ 


式 中 心 为 基本 解 ， 满 足下 列 方 程 ; 
vêu*- l ш*+д(Р, Q)=0 
由 此 可 得 : 
жы | 1 e 
e= AN dr) сана» 
q* = ди* /дп 


APN 为 零 阶 第 二 类 Bessel 函 数 。 
利用 样 条 边界 元 法 可 得 ， 


CH] {u}:=[ KJ {9}r+ [SI { 0}, 


RP {uha [K] (а [Aus 057 (9, 
r=t+At 


ЖР {и} 为 边界 值 ， 而 { u ) 为 域内 值 。 


(10.55) 


‹ 10.56) 


(10.57) 


(10.58 ) 


10.59 ) 


(10.60 ) 


HÑ (10.59 ) 和 式 (10.60) 可 进行 递 推 计算 ， 具 体 计 算 步 


又 为 


C 1 ) 由 初始 条 件 可 得 { 4},。， 将 它 连同 边界 条 件 代 : 入 R 
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(10.59) 可 得 ure 及 gro。 To。=to+ ЛЕ, 
20 (4)... (9) Ср, КА 10.60) 97 


得 和 ш}, 

〈 3 ) 重复 上 述 步骤 (1 ) 和 ( 2 )， 直 到 误差 达到 允许 范 
Вж. — то, + Ci+ 1 )At, 

这 个 方法 可 以 推广 去 求解 豚 态 振动 问题 、 地 下 水 流动 及 流体 
动力 学 问题 。 
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第 十 一 章 热传导 的 样 条 边界 元 法 


由 于 温度 不 均 名 ， 热 量 从 温度 高 的 地 方 委 温度 低 的 地方 转 
移 ， 这 种 现象 叫做 热传导 。 热 传导 现象 普遍 发 生 在 自然 界 ， 它 在 
现代 化 建设 中 有 重要 作用 。 

本 章 主 要 介绍 热传导 问题 的 样 条 边界 元 法， 它 对 扩散 问题 和 
渗流 问题 也 适用 。 


{11 # 2 7 Ë# 


热传导 方程 可 以 写成 下 列 形式 ， 

со 9# = адн) +5089) + (нуар (палу 
式 中 4 为 温度 ，c 为 热 容量 ，p 为 材料 密度 ，k 为 热传导 系数 ，p 为 
热源 ; u=u (О, t), Р=РСО, t), ARE 

对 于 均 质 各 同性 的 物体 ,热传导 系数 8 是 一 个 常数 , 式 (11,1 》 
可 变 为 


bytu- cpi + p= 0 (11.2) 
由 此 可 得 ， 
ш Í Q = K 
үш уар 0 (11.3) 
式 中 y=k/cp P= p/k (11.4) 
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и=п оп Г„ \ 
q= q on Г, (11.5) 
а= А(и-и) оп Г,=Г-Г,„-Г‹ 
初始 条 件 为 
u(Q, t) =u, СО? QEQ (11.6) 
式 中 q=kòu/òn (11.7) 
4 为 放 热 系数 。 当 已 = 0 时 ， 则 式 (11.3) 便 变 为 
为 yêu =] 92 (11.8) 
这 个 方程 与 扩散 方程 的 形式 相同 。 


由 上 述 可 知 ， 式 〈11.3 ) 不 仅 对 热传导 问题 适用 ， 而 且 也 可 
用 于 扩散 问题 5:]。 


$11.2 样 条 边界 元 法 
(一 ) 边界 积分 方程 
如 果 式 (11.3 ) 两 边 乘 上 基本 解 *( P, О), WE 
| ` C11.9> 


式 中 基本 解 u* 与 时 间 无 关 ，. 与 第 三 章 相同 。 
利用 分 部 积分 法 ， 则 式 (11.9) 可 变 为 


СеРуасР, +) -| ган (Р, Q,) a Q,, D 
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—4*‹Р, Q, )u (Q,, t) Jdr 
-[ peq, Vu СР, Q 549 
- Лит СР, Qut Q, tda 611.102 
2 : 


ROO 不 仅 含有 边界 未 知 量 ， 而 且 还 含有 域内 未 A i. H 
了 把 域内 积分 化 为 边界 积分 ， 设 


uQ, 1)= ÉQ а* (t) (11.11) 
wm D= j: u*u dQ - 54 J: pe) (11.12) 
у 0 
设 9 = Vy їп 0 C19.13 X 
š КОК, š i 
W D= Xl as | (у?е) ud С11.14 > 
єт] ?Jo 


At Cv wag= -С/* + | ач" ачта (11.15) 


u= ди/д! а= àa /àt 
n’ = др /дп ` 
将 式 (11.14 ) 代入 式 (11.10 ) 可 得 ， 


си- | Cutq-q*'u)dl = рси 
г АТА 


-| (и*п*—-4*°$°)4Г1 а'+ Í. Ри*а0 11.16) 


这 就 是 热传导 问题 的 边界 积分 方程 ， 式 中 区 域 积分 可 以 化 为 边界 
积分 。 
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ç = ) 三 次 样 条 边界 元 法 


本 节 以 平面 问题 为 例 。 如 果 将 整个 边界 T 分 为 M 个 部 分 ， 则 | 
式 (11.16 ) 可 变 为 


ССР, Yu C РЬ, D- УП. СР,, s DD 


= EL[C(P YY CP.) 
e=oy 


= È TIP., )1а* + Р) (1.17 > 


mh CP) =f CPPo)dg ` alis» 


Inl Pos 5, t) =f tp,, s)q(s, t) 


—q* CPos s)u(s, t) Jdr 


11.19» 
TAC РЬ, s) = fp Cu CP, з)л*(з) 
=a" C Po, з) (з) аг. C11.20 
其 中 s 为 边界 的 中 坐标 ，! 为 时 间 。 式 (11.18 ) 可 以 化 为 边界 
积分 。 f 


利用 式 《 11.17 ) 可 以 建立 热传导 问题 样 条 边界 元 法 的 计 算 


格式 。 对 式 《11.19 ) 和 式 X11.20 ) 的 离散 有 五 种 方法 ， 本 节 屿 
介绍 第 三 种 方法 。 


如 果 将 边界 Ta 分 为 Na 等 分 ， 则 
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исз, 1) = Egun n | 

(11.21) 
z 

асе, 02 = EA DaD J 
° 


式 中 z = N,, ó, (s) 采 用 第 一 章 式 (1.27) 的 形式 ; u, =u 
CSis 22, а,=е(з, 1)。 将 式 (11.21) 代 入 式 (11.19》 
MA 11.20) 可 得 ; 


In Pos s 0 r С], Ps) Ф, Od DA, 
= с. Pors) $e ks dr Dw ` (11.22) 
ПСР, s= Er [ut Pa SDAA т 


25 саа, 5)ф,(5)4Г›Ф:] 611.23) 


ЕЕЕ) NE= Cs.) (11.24) 
A С 11.20) 也 可 以 写成 下 列 形 式 ， 


ICPa ғ) = r [ut Pas nt Cs) ar) 
- faa Pas DH es a) C1.25)- 
МГН o Hl spss | 
ж РОР, з) аге 5 | OFOP (11.26) 
8 5). бу, | 


式 (11.26 ) 采用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 。 式 (11.22 ) 、 式 
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C 11.23 ) MA (11.25) 中 的 积分 可 以 利用 式 (11.26) 进行 计 


算 。 
HA (11.22 ) 和 式 (11.23 ) 代入 式 (11.17) 可 得 : 


È сно, {uha Ско. (аә = НЫГУ, 


= СК), (n). {dint (7) (11.27 
Rp [6],= Са (L = (921 (11.28) 
Ет] = Ста (nia ° {7}2] (11.29). 


(а= [VS Vi ++ Фр 
{т}в= [ni ni e т] 
其 中 z = Ye， 其 余 记 号 与 第 三 章 相同 。 


因为 {ujs= [ gl, {a} (11.30 y: 
因此 (а},= [E]n (u), (11.31). 
СЕ], = [9]al (11,32) 


9° (s,) g! (s, D) — gS) 


| 4#(5,) 91 (51) s 9° (si) 
[9]。 = : : ñ : (11.33) 


9% (sz) gl (sz) — g lsz) / 


将 式 (11.31 ) КАЖ (11.27) 可 得 


HI [KK (a) S Д.00. 


ет 
+ (f) (11.34 » 
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җе [D.=lce UH) Aa СКО. 07.) СЕЈ, 
(11,35) 
Н (1.4) 可 得 ， 


[H1(u) =[K1l(q)+[1l (u) + (f) (11.36) 

式 中 [天 ]=[[CF]，[F]，… [F]x] (11.37) 

(U) = [{U}} {U}? + {UYEI? C 11.38) 
F=H, K, Ji U=u q," 


Җ (11.36 ) 是 一 个 常 微分 方程 组 ， 利 用 它 可 以 求解 热 传导 
:问题 及 扩散 问题 。 式 〈11.36 ) 与 边界 条 件 有 关 ， 计 киек?! 
和 边界 条 件 。 


К 三 ) 选 择 坐 标 函 数 


由 式 (11.13) 可 知 ， 当 坐标 函数 9"(Q ) 选 定 后 ， 利 用 式 
'C 11.13 ) 即 可 求 出 /"(Q ) 。 坐 标 函 数 的 选 定 不 是 .唯一 的 ， 有 
多 种 形式 。 本 节 介 绍 三 种 形式 ， 


1 。 结 点 函数 
如 果 坐 标 函数 采用 下 列 形式 ， 
g (Q) =r(Q,, Q) (11.39) 
MAR 11.13) 可 得 ， : š 
% CQ) =" CQ Q) 41.402 


ре COn, QO 为 Q, 点 到 Q 点 的 距离 ，Q 是 区 域内 猎 一 点 的 毕 
Hir Q。 为 第 e 个 结 点 的 坐标 。 


382 


2 。 三 角 级 数 


如 果 坐 标 函 数 采用 下 列 形 式 ， 
9* (Q) =sind.xcosB.y (11.412 
则 由 式 (11.13 ) 可 得 : 
409) = = деру зізАезсозВ,у (11,42) 


KP Q= (х, y) 

3. 多项式 

Ава сар ат LA ELI О = AAEL (11.43)1. 
如 果 坐 标 函 数 按 巴 斯 加 多 项 式 选 定 ， 则 由 式 (11.13 ) AHH H 
# ° CQ) 也 是 多 项 式 ， 见 式 (11.44 ) 。 

g° (Q>: 1 
x y 
x? xy y? 
x? x?y xy? ys 
ee ө e e e e э ө e ә э э (11.43 >): 


ФСО). 于 (xz+g) 
во 
а" jp Си) Ey 
н" о д9 д” 


++ ж о э э э ө s ө ө э ө ө ө э э (11.44 


$11.3 拉 普 拉 斯 变换 法 


对 于 非 定常 热传导 问题 ， 可 以 利用 拉 普 拉 斯 变换 法 及 样 条 边 
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界 元 法 联合 解 题 。 
s (Q, t) 的 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 


оо 
U(Q,a) = Liu(Q,t)] = [ею (11.45) 


式 中 a 为 复数 。 利 用 分 部 积分 法 可 知 : 

L rC 701 =aU (Qa) -uCQ,ta) (11.46) 
HA (11.8 ) 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 ，. 

ViU(Q,0) -SU(Q, a) + SuQst)=0 (11.47) 
对 式 ( 11.5 ) 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 : 


U(Q,a) =Ü(Q,a) = 11150,02, QET, 
(11.48) 
F(Q,a) =F(Q,a)= 11140.01, QED. | 


如 果 设 U* 为 基本 解 ， 则 由 式 (11.47 ) 可 得 加 权 残 数 法 的 积 
а 
j, VU -5U +g Ud- о | (11.49) 


式 中 U=U(Q, а), u=u(Q, te), U*=U*( P,Q,a) 
对 式 (11.49) 第 一 项 连续 二 次 分 部 积分 ， 可 得 ， 
QTJe 1 гж геу 
КСЕ 20" 040+ 1 uv ао 
К Z FU*ydar C 11.50) 


起 中 F=F(Q,a) Е-Е СР, Q, a) 
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F =əƏU/ən F*=àƏU*/ən 
因为 基本 解 U* 满 足下 列 方程 : 


y2U*— SU*+6CP, Q)=0 (11.51) 
1, 2011.50) 可 变 为 
CCP)UCP, а) = | [Ut CP, Qu а) F (Qua) 


-Е* cP, О, a)Ut(Q,, a) 14Г 
+1), Ш* СР, Q, a)u(Q, #,)40 (11.52) 
З ЫП ЕНЕ ОЧАЈНИ ВУ R. SHCP) 为 # 
性 系数 ， 与 第 三 章 完 全 相同 。 

R (11.52) 包含 的 区 域 积分 ， 它 可 以 化 为 边界 积 分 。 如 果 
将 边界 及 区 域内 部 分 别离 散 ， 则 式 (11.52) 可 变 为 下 列 形式 ， 

[HI]{U}=[KI{F}+{U,}. С11.53) 

Rh (U, } 对 应 于 式 〈 1.52) 中 的 第 二 个 积分 。 ， 

利用 式 (11.53) 可 求 出 {U} 和 {FF}。 当 {U} 和 {FF} 
确定 后 ， 利 用 式 ( 11.52 ) 的 离散 格式 可 求 出 区 域 内 任 一 点 的 U 
148, 

u P, 1) THR eb ВОВНИ АВЫ Ж, 
ju P. 1) 为 | 


uc P, 1) =и (Р, co) + Ў1а„(Р)ехр[ —5„(Р)11 
nel 


(11.54) 


式 中 4 СР, co ) 为 稳定 解 。 为 了 确定 系数 4, 及 b。, 对 式 (11.54 ) 
作 拉 普 拉 斯 变换 。 由 此 可 得 ， 
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2 90Р, œ), > а, (Р) 

ОР, а) =— +t ууру 

НУ ащ, ЖЬ, = а,, Ш 11.55) 对 每 个 点 P 都 为 入 
个 特定 系数 a,( P), n=1, ，2 ，…，N。 由 此 可 知 : 


《11.55 》 


UP, а,) =". °), y 1 а. CP) (11.56) 


«ла, +а, 


式 中 А-1, 2, =, N 

由 于 U (P, a,) Ku ( P, œ) 已 预先 求 得 。 因 此 ， 对 每 个 - 
点 P， 式 (11.56 ) 代表 一 个 Y 阶 的 方程 组 。 由 此 可 得 co。( 书 ) 。 
将 on КА (11.54), ЖЬ, =а,, Ш 9 Я] аР, ғ). 
q (P, t) 的 求法 与 求 4( P, t) 完全 类 似 。 


§11.4 基本 解 


利用 边界 元 法 求解 扩散 问题 及 热传导 问题 常用 到 两 类 基 本 - 
№. C1) ) 不 含 时 间 的 基本 解 ， c 2 саа 


C IRER GRKA. 


#E $ 11.3 中 用 到 的 基本 解 是 不 含 时 间 的 ， 它 由 式 (11.51》 
确定 。 对 于 三 维 问题 : 


1 
u|s=— Ca )* 


N, ECE )ir] (11.57 
i 2r) yr : A ü 
对 于 二 维 问题 : 


Ur = АМ, с >r] : 、(11.58》， 
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式 中 作为 k 阶 第 二 类 Bessel 函 数 。 如 果 设 


z= 2r 
Ж Түс г)= J Л. соза (11.59) 
z> 0 时 ， 则 由 式 《11.59 ) 可 得 : 

Nea Coy (2—0 ) 411,60) 

1 22 

将 式 《11.60 ) 代入 式 (11.57 ) 可 得 : 

U*=. 1. (2—0) (11.61) 

anr 

这 说 明 三 维 问 题 的 基本 解 U* 的 奇异 性 与 Laplace 方 程 基本 解 的 
奇异 性 相同 。 对 于 二 维 问题 ， 当 z-~> 0 时 ， 因 为 


Neo(z)~-la(z) (2+0) (11,62) 
因此 Шб= 21а; тэд) (7+0) (11.63) 
式 中 第 一 项 为 Laplace 方 程 的 基本 解 ， 第 二 项 为 常数 ， 对 奇异 性 
没有 影响 。 | 

(=) 含 时 间 的 基本 解 
Dut (P, Q, tis t) 为 含 时 间 的 基本 解 ， 它 满足 下 列 方 程 


узш*+ L 9 „дс р, Qicty 1)=0 `: ) 
PART , r 0) = (11.64 


对 于 三 维 问题 ， 
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u*= 21. exp[ 一 УНС) 


(4ле) р 4yr 
d r? 

q*= —exp( - - 1Н (т) 
16 (улг)їг 4yr 


Жир r=ti-t, r=PQ 
а=х, (P)n +z (Qn, 
n =n, СО? 
H (т) — Heaviside 


对 于 二 维 问题 ， 


ие = l exp[ - L JH Cr) 
4лт 4үг 


gq*=_ expl- JH) 
8луг? 4yr 


(11.65) 


(11.662 


(11.67 


(11.68 >) 


Ж (11.63) AR C 11.65 ) 所 示 的 基本 解 有 下 列 性 原 ， 
a ym. uw CP, Q, t t) =yóC P, Q) C11.69) 


(29) ‚к т ае сР,О, dt= uw P,Q) (11.70> 


式 中 心 ( P, О? 为 Laplacs 问 题 的 基本 解 。 


СЗ ) 式 (11.57) MA 《11。 58 ) 所 示 的 基本 解 ， 可 
Ж, (11.65) MA (11.67 ) 经 过 Laplace 变 换 得 到 。 


CADH) TARH (+r)=1。 


(=) AN ERARA. 


HR (11.8) 可 得 下 列 加 权 积 分 式 ， 
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可 分 别 由 


Í: 1ди- 
2 і o = 0 си. 1) 
ч, [уш | Ju*dOdt = 11.7 


At u=ucQ, i), u*=u* (Р, Q, t t) 
利用 分 部 积分 法 可 得 : 


š ЫЗ 

Í "суги + l,*judQdt = Саша 

ЖУ?) У Q A 
£ 

+Í J Cuq* – qu*Jdrdt (11.72) 
tor 


1, 
另外 оа, DueQ,Ddi=u(Q,t) << (11.73) 
to 


将 式 (11.64 ) 代入 式 (11.72 ) ， 利 用 式 (11.69) 和 式 ( 
11.73 ) 可 得 ， 


t 
C(Pyu(P,t,) +Í J gq*°(P,Qostzst)u( Qost) dr dt 
А 


t 
= “аер, маа, 4га 
tT 


+1Í P,Q tt)uQ, to) dn (11.74) 
Q 


由 式 (11.70 ) 可 知 ， 当 万->co 时 ， 基 本 解 与 无关， 式 
(11.74) 可 以 退化 为 Laplace 问 题 的 边界 积分 方程 。 
(四 ) 离散 格式 


1 。 第 一 种 离散 格式 
如 果 将 整个 边界 工分 为 朵 个 区 域 ,整个 区 域 9 分 为 巨 个 网 格 。 
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时 间 分 为 L 步 ， 则 式 (11.74 ) 可 写成 形式 : 
ССРәиСР, t.) 


рэр» „р q* € P, Qo tr t)ucQ t) ааг 

їл 1- .. 

БЫ S (P, e» trs 1) q CQ,, t )dtdI 
1 1-1 


+LES аср, Ф, t, 1.28 СО, 1,240 C11.75) 
eml e 


2 。 第 二 种 离散 格式 

如 果 将 时 间 分 为 工 步 ， 则 可 分 步 进行 计算 。 先 由 初始 条 件 
400; t.) 求 出 4 ( Q, 1.2, 其 W 3#u СО, t, ) 作为 初始 条 件 
жа (Q, ta) … 以 此 类 推 ， 最 后 将 4( Q，tz-) 作为 初始 条 件 


可 求 出 4 СО, tr)o ЖЖ C11.74 ) 可 写成 下 列 形式 : 
ССР)уи‹Р, S 


+5). ti A CP, Qas t t) CQ, йаг 
ti-i СА 

z Ж u* СР, Qos t t)q (Q,, t.) ааг 

¿ RJ m} i ñ : 


1р | u* ( P,Q, tote)u(Q,t , ) dQ 
Yezidoa . | 
I=1,2, +, L (11.76) 
ERRAZA Rik Н: 第 一 种 格式 的 区 域 积 分 只 需 计 算 
一 次 ， 而 且 x( P, te) 可 一 次 求 出 ， 但 方程 较 复 杂 ， ЖС» ИД 
在 时 域内 采用 分 步 积 分 ， 无 须 对 时 间 求 和 ,: 央 而 方程 简单 、 但 对 
每 一 步 需要 求解 区 域 积分 。 
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shu cs, t) 和 9 Cs, t) 为 边界 未 知 量 ， 可 以 用 三 次 也 样 
Аат, Ир 


к 
исх, i) = ўзба, оф, Cs), Ct) 


= ass 
acs, t) = bg Cs) C1) | 

фф, (s) ЯШ, Ct) КВН ВОЗЕ АЖ. H ЕЖ 
各 式 可 以 建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 
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第 十 二 章 “” 样 条 边界 元 法 的 几 个 问题 


前 几 章 介绍 了 样 条 边界 元 法 的 原理 及 其 应 用 。 本 章 介绍 这 个 
方法 应 用 中 的 几 个 问题 ， 供 大 家 参考 。 


812.1 断裂 力学 问题 


本 节 介 绍 样 条 边界 元 法 在 线性 断裂 力学 中 的 应 用 。 计 算 结果 
表明 ， 利 用 样 条 边界 元 法 求解 断裂 力学 问题 是 一 个 经 济 有 效 的 方 
法 。 本 节 以 平面 问题 为 例 。 

(一 ) 断裂 力学 问题 

图 12"1 表 示 平 面 裂 纹 尖 端 区 的 坐 ` x 
标 。 烈 纹 尖 端 附近 的 应 力 及 位 移 是 所 4 
研究 点 到 裂纹 尖端 距离 r 和 方位 6 的 шшш кын 
ЮЖ. "ir 相对 裂纹 尺寸 是 一 个 无 穷 ”， 

小 量 ( 即 7r>0) 时 ， 裂纹 尖端 附近 ， 图 12.1 
的 应 力 及 位 移 场 可 表示 为 i 

у= fi Ki, Ks, rt; 9) ) 

usia СК Ku rh 0) ) 


жк RK авот: 1D RESIA TAD ш 
的 应 力 强度 因子 。 
应 力 强度 因子 可 采用 下 列 形式 : 
Ki liga À 


| (12.1) 


= (12.2) 
Ki=lim./2zr (©\»)ә-% j 
r> 
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, 袜 力 强度 因子 也 可 采用 下 列 形式 : 


Kı = y 2л (五 /us )e-z 
(12.3) 


Kri= llim ү: =, (Е'иу)о-я 

式 中 
(® 平面 应 力 问题 
Е/(ї-и®) ”平面 应 变 问 题 

由 上 述 可 知 ， 如 果 利 用 式 (12.2 ) 或 式 ( 12.3 ) 求 应 力 强度 
因子 ， 则 需 先 求 出 裂纹 尖端 附近 的 应 力 场 或 位 移 场 。 本 节 从 裂纹 
尖端 位 移 场 出 发 计算 应 力 强 度 因 子 。 

(二 ) 三 次 样 条 边界 元 法 

如 果 不 计 体力 ， 则 边界 积分 方程 为 


Cu (P)u:(P) = | cut, (P,8) P1 (s) – pl, (Ps 59u (S) JAT 
612.4) 


аа 


所 有 记号 与 第 四 章 相 同 ，A，1 =1，2。 

利用 边界 积分 方程 的 特点 ， 可 以 把 裂纹 面 作为 边界 面 ， 从 而 
可 以 直接 求 得 裂纹 面 上 的 应 力 场 或 位 移 场 。 

图 12.2 是 一 个 单 边 裂 纹 平面 问题 的 计算 模型 ， 将 整个 边界 r 
和 裂纹 面 分 为 M 个 部 分 ， 则 式 (12.4 ) 可 变 为 下 列 形 式 ， 


M 
C, (P.)u,(P,) = Hn(P,, s) (12.5) 
RP ПЫ(Р,,в) = |, cut, (Рур (з) 
= Pt. (Р»,зуш(в)04Г (12.6) 
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如 果 将 边界 T 分 为 Wu 等 分 (图 12.2 ) ， 则 式 C 12.6) 可 变 
为 


= [Cis poss) bic Yar) 


-(( Pt С,,офс)аг)а, | сәтә 


式 中 2 = Wu， 中 (3) 采 用 第 一 章 式 (1.27 ) WER u= uli), 
bu = b.(s;). 

HA (12.6) 的 离散 有 五 种 方法 ， 本 节 只 介绍 其 中 的 第 三 种 : 
方法 〈 见 第 四 章 和 第 六 章 ) 。 将 式 (12.7) 代 和 人 式 (12.5 ) 可- 
得 ， з- ШҮ 

EH nls) sn +CH antan) (СКР 


t+ LK)sn{p}sn)) ={0} (12.8) 
所 有 记号 与 第 四 章 相同 ， 见 式 (4.135)~- 式 (4.158)。 由 式 (12.8) 
可 得 : RA 
CHJ{u} = КР} (12.9) 
式 (12.9) 与 边界 条 件 有 关 。 当 引入 边界 条 件 后 ， 则 式 ; 
《12.9 ) 可 变 为 
САХ} = {У} (12.10) 
利用 式 《12.10 ) 可 求 出 边 
界 未 知 量 。 当 边界 未 知 量 确定 
后 ， 邯 可 确定 裂纹 尖端 附近 的 应 
力 场 或 应 力 场 。 


(三 ) 应 力 强度 因子 


本 节 用 裂纹 尖端 位 移 场 推算 应 力 强度 因子 ， 可 以 避免 由 于 发 : 
纹 尖端 应 力 奇异 性 引起 的 困难 。 图 12.3 是 一 个 受 拉 的 平面 问题 ， 
双边 有 裂纹 。 由 于 对 称 ， 可 以 取 +/4 部 分 进行 计算 C 图 12.4 ) 。 
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图 12.3 图 12.4 


计算 精确 度 与 边界 单元 的 划分 有 关 。 因 此 ， 边 界 单元 划分 是 
否 恰 当 ， 直 接 影响 计算 精确 度 。 在 裂纹 尖端 附近 的 单元 必须 划分 
密 一 些 ; 远离 裂纹 尖端 的 单元 可 以 划分 兢 疏 一 些 ， 而 且 应 该 由 密 
逐渐 变 稀 。 : : Е 


512.2 接触 问题 


接触 现象 普遍 发 生 在 工程 建设 中 ， 因 此 ， 接 触 问题 是 一 个 值 
得 研究 的 重要 课题 。 接 触 问题 可 归结 为 求解 两 个 或 几 个 与 接触 条 
件 耦 合 的 Navier 方 程 问题 。 一 般 情况 ， 接 触 面 是 外 力 的 函数 ， 
.这 种 相关 性 使 得 接触 问题 成 为 高 度 的 非 线性 问题 。 由 于 非 线性 ， 
因而 使 求解 的 难度 增 大 。 

对 于 接触 问题 ， 利 用 解析 法 求解 是 非常 困难 的 。 因 此 ， 只 得 
采用 数值 方法 求解 接触 问题 。 目 前 主要 采用 下 列 数值 方法 ， 有 限 
元 法 、 边 界 元 法 、 差 分 法 和 加 权 残 数 法 。 本 节 介 绍 一 个 样 条 边界 
.元 法 ， 以 平面 问题 为 例 。 
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(一 ) 接触 条 件 


图 12.5 为 两 个 互相 接触 的 弹性 体 。 设 人 为 物体 4 的 边界 ,， 
工 ? 为 物体 妃 的 边界 ， 工 o 为 两 个 物体 接触 的 边界 ， 则 


T4=TA= Г{+ ГА 
| (12.11) 
r3=r3+ TP+ r? 
式 中 卫生 8 为 未 变形 状态 的 接 - 
ыш, билйн, ТАП Бш, 
的 长 度 近 似 地 与 接触 边界 的 а, 


KERA, Mre Гв=Г., р 
对 于 每 个 弹性 体 ， 在 边界 点 

上 定义 一 个 新 的 局 部 坐标 系 

《1，&。) ，&, 轴 垂直 于 边界 而 

上 : 轴 与 边界 相 切 〈 图 12.6 ) 。 设 局 部 坐标 系 中 ， 位 移 分 量 及 面 力 


分 量 分 别 为 和 和 户 。 在 公共 坐标 系 Cs xa) 中 的 位 移 分 量 和 面 ; 
力 分 量 分 别 为 u 和 p,。 利 用 坐标 变换 可 得 ， 

=u В. pi= PeBe е,1=1,2 (12.12 > 
式 中 В: = соз(х,,&.) ‚ е,1=1,2 С12.13> 


2.5 
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设 研 为 两 个 接触 边界 间 的 法 向 间距 ， 从 下 * 到 Te 的 距离 为 
1， 从 T2 到 下 。 的 距离 为 (1 yu (图 12.7 ) 。 如 果 局 部 s# 
昧 系 在 F, 上 ， 则 新 的 位 移 为 

Dh = шд, оп ГА | 

(12.14) 
vts t- (т-у) ия, ове ut, on Г? 


如 果 不 考 虑 摩擦 力 ， 则 接触 条 件 为 


$- pp=0, Dio, PhO (12.15) 


wl 
> 
" 
wl 
= 
A 
° 


-up (12.16 ) 


因为 of 和 ?的 在 在 表示 接触 位 
得. 不 吻合 ， 因 此 它们 应 该 等 于 
Ж, ЖБ, ШИШЕНИН 
先是 未 知 的 , :参数 y 是 不 知道 
的 ,求解 时 一 般 先 给 出 y 的 试探 
值 (例如 ，Y = 0.5 ) ,然后 找 出 
哆 合 的 接触 位 置 。 
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(= ) 边界 积分 方程 
如 果 不 考虑 体力 ， 则 边界 积分 方程 为 
Ch (PUCP) = [pa С P,Q) (Qu) 
-pif (P,Q )u (Q) JdT 
[шг (P QDPD, 
- DRP, QOUQDAT (12.177 
At а=4, B 


u= q. pr= PiBu 
(12.18). 
ute = urBireBi,, pi? = DI BeBe 
其 中 В. = соѕ(х,, Ee); e,h,l,r=1,2 
其 余 记 号 与 第 四 章 相同 。 为 了 联 立 求解 式 (12.17) 所 示 的 积分 


方程 ， 可 以 利用 式 ( 12.16 ) 所 示 的 接触 条 件 消去 物体 B 的 接触 . 
变量 。 


(三 ) 样 条 边界 元 法 


如 果 将 每 个 弹性 体 的 整个 边界 工 "分 为 M 个 部 分 ， 则 式 : 
(12.17 ) TZA | 


М 
С, (Po) ur (Pa) s> Hz, (Po, 5) 012,19). 


式 中 n= | „Сї СР, ғ)РР CS) = РГ (Pa, UPCAT 
га 5 
: (12.20 )， 


如 果 将 边界 DRIAN А}, M 
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и (з) = ибо) l 
= 
( (12,21) 
z 
рё) = > br (s) 


:将 式 (12:21 ) АХ C 12.20) 可 得 : 

П.Р.) É iroa ar) эһ 

-(Í эи ‹Р,,эфәбәаг)ш, | 02.29 
rz 

:将 式 C 12.22) 代入 式 (12.19 ) 可 得 : 

CCH {а + (HDR) (ОКЫР Н 

+(КОФАР})3={0} (12,23) 

' 所 有 记号 与 第 四 章 相同 。 如 果 接 触 边 界 T 是 连续 的 ， 则 可 设 


а= T3。 由 式 ( 12.23 ) 可 得 ， + 
СНз} = СКОР)" (12,24) 


式 (12.24) 与 边界 条 件 有 关 ， 引 入 边界 条 件 后 ， 可 变 为 
CAD (X) ={/}° а= А, B (12.25) 
( 四 ) 计算 方法 


如 果 不 考 虚 摩 擦 力 ， 则 接触 问题 可 采用 两 种 不 同 的 计算 方 
iik С ОЖК: ( 2 ) 增 最 法 。 本 节 只 采用 选 代 法 。 将 式 
(12.18 ) 代入 式 (12.24 ) 可 得 : 


CHI {u}*=CKI{P}® (12.26) 
:在 起 (12。26 ) 中 引入 边界 条 件 可 得 : 
AIXI 47)" а=л,В (12.27) 
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Hp n] fh 


(caz созу fF 


| Э м i Е: пы Я 

соз свй» ўю) | 
R (12.28) 为 选 代 计算 的 基本 方程 。 选 代 法 的 计算 过 程 如 : 

下 :首先 假设 可 能 的 接触 区 域 ， 求 出 边界 位 移 分 量 及 面 力 分 攻 ， 


如 果 算出 的 法 向 接触 力 都 是 压力 而 且 在 对 应 两 自由 边界 上 点 之 间 
的 法 向 位 移 满 吓 下 列 不 做 人 条 件 ， 

Wt пси (12,29) 
则 所 得 的 解答 是 正确 的 。 如 果 算出 的 结果 不 满足 上 述 两 个 条 件 ， 
则 必须 修正 接触 状态 重复 计算 。 如 此 反复 迭代 运算 , 直到 在 FE 上 
只 存在 压力 而 在 外 满足 式 ( 12,29 ) 所 示 的 条 件 为 止 ， 这 时 所 
得 的 结果 为 正确 的 解答 。 。 ，， 

样 条 边界 元 法 不 仅 可 以 求解 无 庚 扩 接 各 问题 ， 而 且 也 可 以 示 
解 有 摩擦 接触 问题 。 实 践 证 明 ， 样 条 按 界 元 法 求解 接触 问题 比 有 
MEAR. 

ЖЛЕ RTRA EAER, ЕНЕМ 
的 摩擦。 当 考 虑 接触 面 的 摩擦 时 ， 接 触 面 的 清 动 引起 能 最 的 耗 . 
散 ， 清 动 区 域 中 的 相对 切 向 位 移 仿 有 能 量 耗 散 。 在 这 种 情况 下 ， 
位 移 和 摩擦 区 域 的 最 终 状 态 用 加 载 历程 来 确定 。 因此， 必须 用 增 
Саволе) ткн Raha”, 


$12.3 ”电磁场 问 是 


电磁 场 问题 的 数值 分 析 是 近年 来 国内 外 研究 究 的 重要 课题 。 目 
前 电磁 场 问题 的 数值 方法 有 差分 法 、 有 限 元 法 、 边 界 元 法 和 加 权 
残 数 法 。 本 节 介 绍 一 个 样 条 边界 元 法 ， 同时 以 均 质 各 向 同性 体 为 : 
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(12.28 ) 


例 。 


(一 ) 基本 方程 
电磁 场 问题 的 理论 基础 是 才 克 斯 韦 1865 年 提出 的 电磁 理论 。 
在 实用 上 ， 电 磁场 问题 可 归结 为 求解 下 列 基本 方程 : 
Vin— пеи = — р/е (12.30) 


ViA-1eA= -pl (12.31) 
式 中 4 为 电位 ，e 为 介 电 常数 ，p 为 自由 电荷 密度 ; А 为 癌 基 磁 
位 ，J 为 电流 密度 ，4 为 磁 导 率 。 
u =ò?u/ðt? Д=д*®дД/дї* (12.32) 
在 式 (12.30 Ж (12.31) |, ú А HERRAS -- 
ЖЕ, ЖЕШ ЕН БЕ БИИ y DK S [ИИ EE 683, IH 
此 ， 在 时 变 场 范畴 中 ， 为 了 定 解 ， 还 必须 给 定 相应 的 初始 条 件 和 
边界 条 做。 对 于 静电 磁场 问题 ， 式 (12.30 ) 和 式 (12.31 ) 可 变 
为 


Vu= -p/e С 12.33) 
у%А=-и/ С 12.34) 
ХАЙЗ e, 
电场 的 边界 条 种 可 以 写成 下 列 形 式 ， 
u=u ож Г, 
ре Sn ‹12.35) 
Жир q=- eòðu/òn С 12.36) 


如 果 电 磁场 的 场 域 由 不 同 媒质 构成 ， 则 在 不 同 媒质 的 分 界面 
上 ， 媒 质 的 特性 系数 < 及 4 发 生 突变 ， 因 此 ， 相 应 的 场 量 也 将 发 
生 突 变 。 这 时 ， 电 场 分 界面 上 的 边界 条 件 可 写成 下 列 形式 ， 


Wi = Uy } 
12, 
Eiq: = 9; CILIT 
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ЖИН. С 12.30) 和 式 (12.31 ) 分 别 可 求 出 电磁 场 问题 的 电 
位 及 磁 位 。 电 位 与 向 最 磁 位 有 下 列 关系 : 


divA= — pedu/ot (12.38) 
当 电 位 及 磁 位 确定 后 ， 即 可 求 出 电场 强度 及 磁感应 强度 : 

Е = —Eradu—- дА/дЁ f `: (12.39) 

B=rotA (12.40) 
式 中 C divA= ç A 

Eradu= vu | С12.41) 

rotA=vxA 


玖 为 电场 强度 ， 思 为 磁感应 强度 。 当 已 和 B 确定 后 ， 即 可 米 出 磁 
场 强度 及 电位 移 ， 
Н = B/u р =еЕ (12.42) 
式 中 万 为 磁场 强度 ， 刀 为 电位 移 。 
( 二) 静电 场 的 样 条 边界 元 法 
图 12.8 是 一 个 静电 场 ， 不 考 ка 
10, Ш 4= 0 。 设 Q 
为 导体 的 区 域 ，Q' 为 8 的 外 域 。 / > \ 
由 于 电磁 场 问题 的 分 析 一 般 要 求 ' Сә i 
确定 导体 外 部 的 场 量 分 布 , ` Ж 
Ж, ЖАДА O 的 静 力 Esq =e. 
场 。 图 12.8 
对 于 静电 场 ， 则 式 (12.33 ) 便 变 为 . 
eV2u+p= 0. EQ’ | С 12.43) 
边界 条 件 为 式 (12.35 ),。 如 果 式 (12.43) 两 边 乘 上 基本 解 
wu*(P,Q), WA 1 | 
j ИСЕН PudQ’ = 0 12,44) 
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式 中 基本 解 u* 满 足下 列 方程 
ev:u*+6=0 (12.45) 


利用 分 部 积分 法 ， 则 式 (12.44 ) 可 变 为 
СеР)ш(Р) = = ice P,Q DQ) P, QOQ dT 


+ fg PCO P, QdQ © C12.46) 


式 中 的 区 域 积分 可 以 化 为 边界 积分 。 在 边界 -上 ，v= 0, 9= 0。 基 
本 原理 和 方法 与 第 三 章 相 同 。 a*(P,Q) = -edu*(P,Q)/dn(Q)。 
如 果 将 整个 边界 全 分 为 M 个 部 分 ， 则 式 ( 12.46 ) 可 变 为 


CCP) СР) = SHAP,s) + РСР) (12.47) 

Җи Tap =- fp Gec.oqGy-a"eP,oucsyyar 
(12.48 ) 
FP) = f PEOP, QdQ” (12.49) 


HA С 12.48 ) HARARE, MEZER. WER Ж 
Tv 分 为 等 分 ， 则 式 (12.47 ) 可 变 为 


EAs = СКО tí (12.50) 


式 中 Л САС) f(s1) f(s,) … Сз) (12.51) 
由 式 (12.50 ) 可 得 : 

CH){4} = СКО} + {f} (12.52) 
利用 式 (12.52) 可 求 出 边界 未 知 景 ， 但 注意 引入 边界 条 件 。 当 
边界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 12.46) 即 可 求 出 外 域 Q” 任 一 点 P 
的 电位 XK) 值 。 当 u( 了 ) 确 定 后 ， 利 用 式 ( 12.39 ) 即 可 确定 电场 
的 强度 ， 

E= -gradu (12.53) 
ÄH gradu= VE (12.54; 
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(三 ) 恒定 磁场 的 样 条 边界 元 法 
对 于 恒定 磁场 ， 式 《 12.34 ) 可 变 为 


V'A+ul = 0 (12.55) 

另外 rotH=J divB=0 (12,56 > 
如 果 电 流 密度 ] РА, MR (12.56) 便 变 为 

rotH= 0 divB= 0 (12.57) 

V24=0 (12.58) 
如 果 以 中 表示 磁 位 ， 则 利用 对 偶 原 理 可 得 ， 

Н = —Erado (12.59) 
由 上 述 各 式 可 得 ， 

Vi 中 =0 (12.60) 


由 上 述 可 知 ， 便 定 磁 场 河 题 与 电荷 密度 2 为 零 的 静电 场 问题 
完全 相似 。 实 际 上 是 一 个 拉 普 拉 斯 方程 的 求解 问题 ， 利 用 样 条 边 
界 元 法 求解 恒定 磁场 问题 与 求解 位 势 问题 完全 相同 ， 见 第 三 章 。 


(四 ) 稳 坊 时 变 场 中 的 祥 条 边界 元 法 
一 般 的 电磁 场 与 时 间 有 关 。 在 稳 态 时 变 电 磁 场 中 ， 可 假设 
100,0) =u(Q)e'ot 
A(Q,1) = A(Q)et%: 
p(Q,t) = p(Q) ee 

J(Q,t)=J(Q>e'e: } 


将 式 (12.61 ) MA (12.62 ) 代入 式 (12.30) 和 式 (12.31) 
可 得 : b 


С 12.61) 


С 12.62) 


V*u(Q) + R*u(Q) = р(О)/є ) 
V24(Q)+R24(Q) = uJ (Q) 


《12.63 》 
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式 中 А? = іре ‹ 12.64) 
如 果 设 
200,1) =D(Q)et%t, B(Q,t)= В(О)е*•* (12.65) 
- 式 中 上 为 时 间 、 则 


D(Q) = -sgradxr(Q)-sio4(Q) } 


(12.66) 
B(Q) =rotA(Q) 
‚ 如 果 求 外 域 Q″ ( 图 12.8 ) 的 电位 w， 则 
V*u(Q) + 2400) =p(Q)/e € Q (12.67) 
边界 条 件 为 式 (12.35 ) 。 
如 果 式 ( 12.67 ) 两 边 乘 上 基本 解 *(P,Q)， 则 有 
gV’ r+ 8и p/e)u*dQ” = 0 (12.68) 
式 中 u* 为 基本 解 ， 它 满足 下 列 方程 : 
ү?ш* + k?u* + 50Р,0) = 0 (12.69 ) 
出 式 (12.69 ) Th | 
us(P,Q)=u*(r) = -HE (Вг) | 
Ë (12.70) 
gq"(P,Q) =H О (hr)r,n, J 


式 中 r= PQ, r. =X (Р) -х,(0); H RHO FAA O0 
阶 及 一 阶 第 二 类 Hankel 函数 。 式 (12.70) 为 二 维 问题 的 基 本 
解 ， 对 于 三 维 问题 ， 则 有 


u*(P,Q) = L exp(—ikr) 
алғ (12,71) 


q*(P,Q) = (T+ik)ezpC-ikr)r.n, 
利用 分 部 积分 法 ， 则 式 (12.68) 可 变 为 
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CCP)a(P) = ~ | CUP, QD) a" (P,Q AQ dT 


~ f gQ P, Q dS (12.72) 
这 是 电磁 场 问题 的 边界 积分 方程 。 
利用 样 条 边界 元 法 ， 式 (12.72 ) 可 变 为 下 列 形式 : 


HI E (KD {f} О (сал) 
ЖР АРЕ ССО) Ср). ва) Рек) (12,74) 

FD = = f р/ч" ss, Qd (18,75) 
ЗХ (12,75) 可 化 为 边界 积分 。 由 式 〈12.73 ) 可 得 : 

CH Hu} = (K3(qY+ {f} С 12.76) 


这 是 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 ， 由 此 可 求 出 边界 未 知 量 。 

当 边 办 未知 量 确定 后 ， 利 用 式 12.72) 可 求 出 外 域 Q7 任 一 
点 的 &( 已 ) 值 。 利 用 上 述 方法 同样 可 求 出 外 域 97 任 一 点 的 ACP) 
值 。 当 ww 及 和 4 确定 后 ， 利 用 相应 的 公式 可 求 出 电磁 场 的 各 个 物理 
县 。 


$12.4 轴 对 称 弹性 体 问题 


轴 对 称 体 在 工程 建设 中 应 用 很 广泛 ， 例 如 竖井 中 的 圆柱 厚 
壳 ， 压 力 容器 中 的 厚 过 和 机 器 中 的 圆 轴 。 本 节 介 绍 轴 对 称 弹 性 体 
问题 的 样 条 边界 元 法 。 轴 对 称 体 是 一 个 三 维 问题 ， 一 - 般 来 说 ， 样 
条 边界 元 法 可 以 将 三 维 问题 降 为 二 维 问题 ， 但 对 于 轴 对 称 体 ， 样 
条 边界 元 法 可 以 将 三 维 问题 降 为 一 维 问题 。 因 此 ， 利 用 样 条 边界 
元 法 计算 轴 对 称 体 的 位 移 和 应 力 是 一 个 行 之 有 效 的 方法 。 


(一 ) 边界 积分 方程 
图 12.9 是 一 个 轴 对 称 体 。 由 图 12.10 可 知 ， 直 角 举 标 系 (x,， 
406 


Xas ху) Б АЮ C, 0, DATIRA: 
Xi =rcos0, x;=rsin0, Xs =Z (12.77) 


因此 在 任 一 点 Cr,0,z ) 有 下 列 关系 : 


er ё, | 
оо = АТ е, \ (12,78) 
\ 
t e? es; 


жупе, є. Жез ЈА Ар, е, ео Бе, 为 圆柱 坐 
标 系 的 单位 向 量 ，-4 为 变换 矩阵 ， 即 


“cosb -sing 0、 


A= sinl cos? 0 (12.79) 
0 о 1) 


А? = Ат! (12,80) 


图 12.9 | [412.10 
对 于 轴 对 称 问题 ， 采 用 圆柱 坐标 系 较为 方便 。 在 圆柱 坐标 系 
中 ， 边 界 积 分 方程 为 


CE uP) =| СР, боро - Р*(Р,бошщбозаз 
+ [| ure, oO dy (12.81) 


式 中 Р =(o,0,Ë) Q=(r,0,2) 
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u=[u, uÜ u,J" 


p=[p, Ро P: | (12.82 >- 
b=[b, bo bI 
(I PEV 
cep= 31 PEs (光滑 点 》 (12,83) 
Lo P€(V+s) 
Us, Ut, Us,| 
U*= Us, Ut, Us, (12.84) 


ш. Ut, Ut, 


а Pry Ph 
P*= | Ps, Ps, P», (12,85) 
LP, Р, Pirej 
式 中 u、p 及 6 分别 为 圆柱 坐标 系 中 的 位 移 向 量 、 面 力 向 晤 及 体力 
向 量 ; 7 为 3 阶 单位 矩阵 ; U* 及 P* 为 圆柱 坐标 系 下 的 基本 解 ， 见 
本 章 附 录 。 
如 果 物 体 是 一 个 轴 对 称 体 ， 则 

ds= ғабаг dV = rd0dQ (12.86) 

式 中 dQ = drdz 


如 果 物 体 不 仅 是 一 个 轴 对 称 体 ， 而 且 受 轴 对 称 环形 荷载 ( 图 
12.11), ， 则 式 C 12.81) 可 变 为 


C(Pyu( P) = | EuP, Qo) PQ) 
-b*(P,Q.)u(O,)]r(Q,)dT 
:| u*(P,Q)b(Q)r(Q)dQ (12.87) 
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式 中 了 =(p; 5 О=(г,г) (12,88 >- 
ur(P,Q)= |” UF, бв | 
$ \ 


Ez. Јода ду J (12,89 )- 
PP, Q = | pse P, Qao 
ut, ut, и, | 
uw*( P,Q) = A (12.90 ): 
Lut, uže u°, 
Pte ph, phi 
p'(P,Q)= Pir bh bh. С 12,91) 


(pie Pin bh.) 
A ‹ 12.87 ) 是 轴 对 称 问题 的 边界 积分 方程 。 式 中 本 为 r+ -2E 
面 与 物体 表面 s 的 交 线 ，Q 为 r+ — z 半 平 面 与 物体 矿 的 交 面 (图 
12.12 ) ， 它 们 位 于 rz 平面 内 。 由 此 可 知 ， 对 于 轴 对 称 问题 ， 利 ， 
用 边界 元 法 或 样 条 边界 元 法 可 以 将 三 维 问题 降 为 一 维 问题 。 


(二 ) 轴 对 称 问 题 的 基本 解 


如 果 物 订 不 仅 是 一 个 轴 对 称 体 ， 而 且 受 轴 对 称 环形 荷载 ( 图 
12.11), ， 则 这 个 问题 称 为 轴 对 称 问题 。 对 了 于 轴 对 称 问题 , Ñ 


《12.90 ) Жи, 可 以 由 下 列 公 式 决 定 C425s3 


а ыа Ash 
ар, = ET а= ра 

+P yt ов 

+[а0-юв- (+ 6537] (12,920) 
和 
E TE рур (+В 7) (12,926) 
р" z 
800 Стоу (bT аВ) (12.92c ) 
fa 
s= Са rs (2-в+7) (12,924) 


из, = 1 [B+ (3-44)7] (C12.920) 
= AnG- р) Ма LR? b 

ир, шї, =, и, 0 
ДР R?=(r-p)? +z? (12.93) 


a=(r+p)? + 2° 
ф=т2+ р? + 2° 


| 
| 
š aP ， С 12.94) 
C=72— p? + 22 ! 
а= 1-р т? J 
й=2-& (12.95) 
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B= Fa- hžsinža)łda i 
5 (12,96 > 


7-fa- jasinaza) ёда | 
° 
h? =4rp/e (12.97 ) 
JEER, r, p 及 三 见 加 12.10。 式 〈 12,96) 为 全 椭圆 积分 ， 在 一 
般 数 学 手册 中 有 数值 均 可 查 。 
式 (12.91) 中 的 如 ,可 由 下 列 公式 决定 ; 
pe, = OR т j,k,l=r,0,z ‹ 12.98) 
式 中 n = 0 ; oy 由 下 列 公 式 确定 C75 
(7 8и)а 
16л7(1-д)рг*„/ a 
A(1~ aplet- г?) + Z (pt +6)) 
R? 
13072 — р2)2— 6z? (r? - p?) + 924 
Aee SS S DRIE 


4100ж r) cpr)? E. + ze(r? p> 221b] B 
aRt 


+[3(r:— 02) – 922 4(1- 2р) (72 + 2р +222) 


_(p+r)%(p-r)*— 2% + 22(72 — р2)с 


вт сы 
Orrr=— 


+ 


(12.99a >° 
1 
ОНЕ ИСЕ ТРЕ 
Osor “тєлї mpri a jl “сюд 
„4(їлшГо*(т*- p?) 22(b+ рї)] 
R? 
+67202 9г* + 30®— 32206172 +20? +321) 
R? 
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Pr = 


+ = 
Стат 


ж 
без" 


. = 
© = 


* 
0... = 
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aLr- р) (r+ о)? + 37272 (72 +72) 


К ськ“ 


= ° 
4-2 р?ї 02022-02 — 21?) - - 2“ °Jb. ]a 
abR: 


+{4(1-2и)(г* +2p? + 22°) +3(3r? + p? + 32%) 


(r-p)%(r+p)° +3r2z? (r? +Z?) 


aR? 
A he he 
+ aR F) (12,996) 
1 (1-2и)с+ 322 _ 4Z28c B 
ray ll Re ар ] 
+[а-20 - e } (12.99c ) 
узы: 
8лх(1—-и)рт„/а 
62° + 2(1-2н)Ь , А124 — (2 р?)?Ь 
11-7 R: | aRt ] 
4 一 (r2 一 D2)2 
+[з+га-зиу--“=©С РӘ" у | 
(12.99d ) 
d 
ну 一 - 2(2p? + гб +273) + (за- в } 
(12.99e ) 
і А sb А 
“ara gB) (12.991 ) 
z __ ([4(1-2и)г*-64 , 4bd]g 
8z(1-2u)r:/a- | Ёз а 104] 
= шы)! } ‹ 12.999) 


Coo: = Saq- EMENTA R? 


4a[ (r? -— p2)2 + Z2(2b—-Z2) 
И аЁ* Ë 


ж 2 z K 2u)r2-6b 


a — _(r2— D2)2+32(2b— 22) 
+[s F | ( 12,998) 
ж = 2001-2: _ 42° 
ТЕЙТ ss R: а) ва } 


(12,99; ) 
(Si 24)d + +4200) в 


от. = 


4л(1- re 
+[(%- 2и)- 4 4]; | (12.997 > 


* = * * =š. * = ж = * s * 
Crro= oveo= Ofs0= ayor= ayor= OE, = О}, 


* 
ceorz=0 


如 果 r= 0 ， 则 式 (12.92) 及 式 ( 12.99 ) TA 


* * W 
и, = dor = =ute=mut,=ut,=ut,=0 


че. = -PZ 
8G- uV pi +z)? | 
1 а (12.100 > 
2: = GG a 一 
eT 3 “)) 
б. ат 8 _ 5 _ жиш 
ay， EO NE [: P+ 22 Tirar] 


1 


ot, = 一 一 一 -一 一 一- 
8(1- р) р/р? +? 


C- 20) (2° — р?) + 622 624 
l+2u+- sa а 
[- H р? + УТА. 
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Е 一 2 
к e = 88826, 


та apte L ortz 2(ю*®+2*)* 


с* = таи t z 32° г] 
#' (1-р) Мр +50 p+? (о +52)? 


оф», = ОЎ, ку С 12.101) 


ой 的 其 余 值 为 零 ( 例如， otro= Osr=0 ), 


( = ) 样 条 边界 元 法 
图 12.13 是 一 个 空心 的 轴 对 称 体 ， 由 于 轴 对 称 ， 它 可 以 按 图 
12.14 进 行 边界 元 分 析 。 如 果 将 边界 工分 为 朵 个 部 分 WA 
《 12.87 ) 可 变 为 下 列 形式 : 


M 
CPU Po) = УПСР, 8) + fC( Pa) (12.102) 


. 式 中 П.(Ра,з) = |, [ш*(Р„,з)р(5› 
= b*(P,,s)u(s)]r(s)dT (12.103) 
10Р.) = |g Pe OKONO AA (12.104) 


图 12.14 
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如 果 边 界 Tn 分 为 xz 等 分 (图 12.14 ) MH) 


u,(s) = Хаф) | 
\ а= г,0,2 (12.105 ) 
КОЕ рф) ] 
式 中 > = М; Ф) КВН ВЕ ВАС 10), 
а= Ги, ио wsJ? 及 p=[p, Po p,2, W (12,105) 
可 变 为 


иез) = uidils) ] 
i=0 

z < 12.106) 

р) = У1р‹Ф‹(5) | 

AP шеи, иш; uJ” 


bi=[b,: Poi Pri]™ 
将 式 С 12.106) 代入 式 (12.103 ) 中 可 得 : 


HatPoss)= (|, Pa, bi) rs ar) ры 


- (fp PPD DOr AT Juin] 
(12.107 ) 
MREP. =s 《j=0,1,2,…,V ) ， 则 式 (12.102) 可 变 为 下 列 
形式 : 
анаи), Кр = {f} (12.108) 
式 中 {u}m= [uo u, ds зе uala 
{Р}. = СР bi Р. ~ Dla 
[H]a=[CR+ 93. (12.109) 
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[ы-н КЪК, (12.110) 
ЕС = йїад (Co, Cis Cas ==, C) (12.111) 
Frs fe P nDO Ar | 


А (12.112) 


Kji= j. u*(s;,s)@:(s)r(s)dF J 


{Д}={/(зь) f(si) f(s,) =° f(sa)]t (12.113) 

їз = {аиа ОО 0О)ао (12.114) 
其 中  b=[b, be bJ 

式 《 12.112 ) 所 示 的 积分 可 以 利用 高 斯 求 积 公式 进行 计算 ; 

[LC]J3 为 [Cjs 扩 大 的 3CN +1)(z+1) 的 矩阵 ; 式 (12.114 ) 所 示 
区 域 积分 可 以 化 为 边界 积分 。 由 式 〈12.108 ) 可 得 : 

[HI{u} = [KI{p} + {f} (12,115) 
式 中 {ш} =[{ц}Т (uy ++ Хар 

{р} =[{Р}Т (py + АР} 


[H]= OHJ СН), * CHI 
[KJ= CK] [Kh + [KI 


A С 12.115 ) 是 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 建 立 样 条 边界 元 
法 的 计算 格式 有 好 多 种 方法 ， 本 节 只 介绍 上 述 一 种 方法 ， 其 余 的 
方法 在 第 一 章 至 第 十 一 章 已 介绍 ， 可 以 仿照 应 用 。 
利用 式 〈12.115 ) 可 以 求 出 轴 对 称 体 的 边界 未 知 量 。 当 边界 
а 利用 相应 的 公式 可 以 求 出 轴 对 称 体 的 位 移 和 应 力 
值 。 计 算 结果 表明 ， 利 用 样 条 边界 元 法 计算 轴 对 称 体 问题 是 一 个 
行 之 有 效 的 方法 。 辕 柱 厚 沉 是 一 个 空心 的 轴 对 称 体 。 因 此 利用 样 
条 边界 元 法 计算 圆柱 厚 过 是 一 个 行 之 有 效 的 方法 。 
轴 对 称 问 题 边 界 元 法 的 有 关 问 题 ， 在 文献 [4]、[53 种 [8] 中 
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} (12.116) 


已 介绍 ， 可 供 参考 。 


(四 ) 在 任意 荷载 作用 下 的 轴 对 称 体 


如 果 轴 对 称 体 表面 受 任意 荷载 作用 ， 则 式 《12.81 ) 中 的 边 
界 未 知 量 和 基本 解 可 以 展开 成 Fourier 级 数 : 
«(Ру = Dus(P)eosny + us(P)sinny) (12.117) 
0) = x (oSCQ)cosn0+ o3(Q)sinn0) (12.118) 
V( P,Q)= 2 Vš£(P,Q)cosnp+Vš(P,Q)sinng) 
(12.119) 
ыб) = У}‹Ь:(Осозлё + ba(Q)sinng) (12.120) 
式 中 p=0-y; v=u, p; V=U*, P* 
如 果 物 体 是 轴 对 称 的 ， 则 式 〈12.81 ) 可 变 为 
с‹Буш P) = f TUNE, бор, 
- P* (Р, Qu)x(G。)]r(Qo)dbdF 
+ fo UNP, Q б›гсо›авао 
(12,121) 


将 式 (12.117 ) ~ (12,120) 代入 式 (12.121 ) ， 并 考虑 三 角 
函数 的 正 交 性 ， 则 式 (12,121) 可 变 为 


СР Ру п] LP P,Q us Qs) 
+. Pas(P,Qo)ui( Qo0)Ir( Qo dT 
== | EU: (P,Q ps (Qo) 


417 


+ (P,Q,)p1(Q.)1r(Q.)d4T` 
+ эс с 
, a | tU: (P,Q) bE (Q) 
+ 01° (P,Q)b(Q)Ir( QUR (12,122 ) 
ССРи (Р)+ a| CPCP, QUQ) 
= PÈ (P, Qa )us( Q, )]Jr(Q, dT 
=а f CUE (Р,0,) 090) 
- Оз" (P,Q Pia )IrC Q dT 
же . 
+a | UCP,Q)6'(Q) 
-Us* (P,Q)b:'(Q))Jr(Q)dQ (12,123) 
ш = Гаї, uj, иі, ут) 


pa=[pin Pin pln]™ ј=с,5 (12,124) 
Ы = 61, bia ЫТ, 


Ussn 0 | (12.125 )- 


С 12.126) 
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; n S. 
кре. фу Р? | 


1 


P= 0 Ph 0 | (12.127) 
| 
Рў, 0 Р, 
Го Ре, 0 | 

Ph= Ри, 0 Ри, | 12,128) 
0 PH, 0 


RPV И И 1, 的 Fourier 级 数 的 系数 ， 由 下 列 
公式 决定 : 
Via = 二 | v,,cosn0a0 


k,l=r,0,2 (12,129) 
V: = 1, Vusinnodo 


AV =U*, P*, 
bn 及 ba 为 体力 bx 的 Fourier 级 数 的 系数 ， 即 
bin= 1/7 ь,созпва | 
,k=r,0,2 (12.130) 


ы„= 1” brsinn0dg | 
式 中 b, 及 b: 是 9 的 偶 函 数 ，bo。 是 9 的 奇 函 数 ，b,sinng、bocosn9 


及 bssinn 为 9 的 奇 函数 。 由 上 述 可 知 ， 如 果 物 体 是 轴 对 称 的 ， 
则 


(22.131) 
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将 式 C 12,122 ) 和 式 ( 12.123 ) 中 的 第 二 个 方程 互 换 便 得 : 
CCP)uak(P)= rus P,Q PQ,) 


= PIAP, Q, uA Qo)Ir Qo dT 


+a j; ut (P,Q) ba Q)r(Q)dQ 
С 12.132 > 


СОР)ий (Ру = eu P,Q PN Q.) 
= PIPP, QURAQ IQ dT 


+= fo PP, QWA Qyr(QydQ 


(12,133 > 
式 中 us=[usn uka и] | 
h (12,134) 
un=[ufn uj, ura" 
£= Ср. pt, baT | 
( 12,135) 


СР. Ps. РЇ] 


C Utra Utia тҮ 
шй4= О, ШО, -Usia | (12,136) 
О. Um, ОЯ.) 
C Um, ~Ut О.) 
at=! U$ Шр. Ush] 


Ое. ~U?ss Ut. 


(12.137 y 
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Pte e Р» Pira) 
pi4=: — P*:, Ру. 一 Po | (12.138> 
Ps. Р, Ph.) 
Ре, - Pt Р.) 
Da=| РН, Ре, Р, | (12.139) 
| PH, = РИ. Ph.) 
bh=[br, bt, bia] | 
; (12,140) 
bR=[bfn bza БЇТ) 


由 上 述 可 知 ， 式 〈12.132 ) 代表 轴 对 称 问 题 ， 式 (12.133 ) 
代表 轴 反 对 称 问题 。 由 于 物体 是 轴 对 称 的 ， 体 力 应 该 是 轴 对 称 
的 ， 因 此 b= 0 。 故 式 (12.133 ) 等 号 右边 的 区 域 积分 为 零 。 

在 上 述 各 式 中 ，Q 及 人 在 r* 一 z 半 平 面 内 ,与 式 《 12.87 ) 中 
的 人 及 本 相同 ( 图 12.12 ) 。 


利用 式 (12.132 ) 和 式 (12.133 ) 求 出 win、4in 及 pin、 Pin 
后 ， 即 可 利用 式 (12.118 ) 求 出 边界 未 知 量 。 如 果 用 三 次 B 样 条 
ЮЖ ЖШТ» 及 Pin MHR (12.132) 及 式 (12.133 ) 可 以 
建立 样 条 边界 元 法 的 计算 格式 。 式 中 边界 已 知 量 好 和 pi 由 
Fourier 级 数 的 系数 公式 确定 。 


812.5 流体 与 固体 的 耦合 问题 
流体 与 固体 相互 作用 的 问题 在 四 个 现代 化 建设 中 经 常 遇 到 , 
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例如 。 水 与 船 的 相互 作用 : 水 与 坝 的 要 互 作用 ; 旋 体 与 容器 的 相 
互 作用 。 本 节 以 流体 与 容器 的 硼 互 作用 为 例 ， 介 绍 流体 与 固体 耦 
合 问 题 的 样 条 边界 元 一 一 能 量 配 点 法 。 图 12.15 是 一 个 贮 液 容器 ， 
инг ниши FEREZA учын. И, 8 
器 在 地 震 或 动力 作用 下 ， 除 了 受到 容器 本 身 的 惯性 力 和 液体 的 静 
кањ, вметна шаат 容器 中 的 液体 所 产生 的 
波动 压力 。 本 节 假 设 容器 是 一 个 旋转 壳 体 。 


图 12.15 


(一 ) 样 条 边界 元 法 分 析 液 动 压力 


1。 基 本 公式 
如 果 流 体 的 运动 是 无 旋 的 ， 则 流速 与 速度 势 p r, 0, 2, t) 
有 下 列 关系 : 


-òP 1 
v, = 99, = ip oe e= (12.141) 


MRAR rh B be EE ЛАГАНО ERER, WB EBE а) 
是 无 旋 的 ， 则 利用 流体 的 运动 方程 可 得 


p= -pi( gz+ -2 (12.142) 
利用 流体 的 连续 方程 可 得 : 
V:p= 0 C12.143) 


式 中 为 流体 中 的 压力 ; Pp, 为 流体 密度 ，t 为 时 间 ，g 为 重力 加 束 
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度 。 

对 于 理想 不 可 压缩 流体 ， 本 节 给 出 下 列 边界 条 件 ; 

(1) 不 动 墙 的 边界 条 件 一 -流体 速度 在 墙 上 的 法 向 分 量 为 
Ф, Ш 
òp 
дп 


(2) 可 动 墙 的 边界 条 件 一 一 在 墙 的 法 线 方向 上 ， 流 体 速度 与 
墙 的 运动 速度 相等 ， 即 
(12.145 》 


式 中 wo 是 墙 体 运动 速度 we 在 墙 的 法 线 方向 上 的 分 量 。 

(3) 在 流体 自由 表面 上 ， 压 力 p= 0 。 

由 上 述 可 知 ， 利 用 式 (12.143) 和 边界 条 件 可 求 出 速度 势 p。 
当下 确定 后 ， 利 用 式 〈12.141 ) ЯАЖ (12.142) 可 求 出 流速 及 液 
动 压 力 。 本 节 利 用 样 条 边界 元 法 求解 速度 势 中 的 值 。 

2. 边界 积分 方程 

在 实际 中 ,许多 容器 的 几何 形状 是 轴 对 称 的 ， 因 此 本 节 介 绍 
轴 对 称 容器 与 流体 的 相互 作用 。 在 轴 对 称 容器 中 ， 液 体 是 一 个 轴 
对 称 体 。 

在 圆柱 坐标 系 (r,0,z ) 中 ，Laplace 问 题 的 边界 积分 方程 
可 以 写成 下 列 形式 : 


CPP, p= | cH, Goaan 


270, (12,144) 


vn= 


-T (Р, Go) pO,t)Ir( Qo d0dT 
I (12.146 ) 


ЖФ ФР, Q= 1/R(P, Q) | 
Н (12.147 > 


aP, =op P, Oyong). 
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22 = ғ? + р? – 27р(0- ф) + (2-5): (12,148) 
式 中 r，P，09，%，2 及 如 图 12.10 所 示 ; =0- % 
(1) 轴 对 称 问题 。 如 果 液 体 是 一 个 轴 对 称 体 ， 而 且 作 轴 对 称 
运动 ， 则 式 (12.146 ) 可 变 为 下 列 形 式 
CCPIP, t) = | EPP, QOQ t) 


=a* P, Q PQo,t)r( Qo dT 


(12.149) 
式 中 P=(p,E) О, = (ғ,2) 
PCP, Q= |Р, Dao) 
т l (12.150) 
q*(P,Qo)= f gq*( P, Qo)dô | 
о 2 
由 式 (12.50 ) RI (12.147) 可 得 : 
gq*(P,Q.)= 4J/(a +byË (12.151) 
q*(P,Q.)= 一 一 Tetta E R 7]n,(Q,) 
PRAET a-b ] 9 
+ 2-5 Bn,(Qo)} (12,152) 
Rip ает раз (2-8) 
РЕ (12.153) 


B 和 J 是 全 椭圆 积分 ， 由 式 《 12.96 ) 决定 ， 这 时 h 由 下 列 公 
式 决定 : 
=2b/(a+b) (12.154) 
由 上 述 可 知 ， 当 r-> 0 时 ， 则 m0 B>r/2, /->л/2, 
为 简化 计算 ， 式 〈12.146 ) 中 的 基本 解 可 采用 下 列 形式 : 


PP, Q= (2 yZ (12.155) 
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sa Df в 
q = Үү Q. 


2 
dQ (Y) 
r?-p?+(2-$)? =: 
сы ЛЕШ Ja) 
dQ (Y) ` 
+226 48,00) Y C 12.156) 
P dY J 
Ah Q 为 Legendre 函 数 和 7， 由 下 列 公式 决定 : 
_ 17Y-1 
Qs 到 bn 人 也 ) (12.157) 
dQ (Y) 
кзы: 22 НИ 12,15 
dY XY- ‹ 58) 
式 中 Y=1+(a-b)/b, 1<ү<оо С 12.159) 


(2) 非 轴 对 称 运 动 。 如 打 波 体 是 一 个 轴 对 称 体 ， 但 作 非 轴 对 
称 运动 ， 则 式 (12.146) 中 的 边界 未 知 量 和 基本 解 可 以 展开 成 
Fourier 级 数 : 


y P,t) =} [CogCP,t)coshy + iP, t sinky] 
С 12.160) 

о Q, t)= Ë oQ, Эсозб +0300, sink01 
(12.161) 
*( 万 ,Q) = 00Р, Q) coshb + vt Р, Q)sinkd] 


(12.162) 
: 式 中 v=q,9。 将 式 (12.160) ~ 式 (12.162) 代入 式 (12.146 ) 
可 得 : 


ССР)Ф Р, 1) = | 92Р, s) asls,t) 
+ ФСР, 5) 9405,2) 90Р, 5) (5,2) 


425 


—qE(P,s)@1(s,t)]r(s)dU (12.163 ) 
CCP) uP,st) = fp EORCP, 229468,0) 
一 pi(P,s) qi(s,t)-as(P,s)qi(s,t) 


+qš'(P,s)qg(s,t)]r(s)d (12.164) 


RE opedp,s) = |7 V*cosroao ` 


vte( P,s) = 人 T*sinkedo | 


由 上 述 可 知 ， 式 (12.163 ) 和 式 (12.164 ) 对 流体 作 任 意 运 
动 都 适用 。 当 k= 0 时 ， 则 上 述 各 式 可 用 于 轴 对 称 运动 。 对 于 任 
意 运动 ， 式 (12.160 ) 一 式 (12.162 ) 适当 选择 前 几 项 就 可 满足 
精度 的 要 求 。 

如 果 流 体 是 一 个 轴 对 称 体 , 但 作 非 轴 对 称 运 动 ， 则 式 
《12,146 ) 中 的 边界 未 知 量 和 边界 已 知 量 也 可 采用 下 列 形式 ， 

ФБ, D= Ў ФР, сов? | 


(12,165) 


(12,166) 


u P,t)= È oP, i)cosk9 


Э; 


式 中 v= 中,g。 将 式 (12.166 ) ЖАЗ (12.146) 中 可 得 : 
R R 
BOPPAP,t) coskp= У (f, tetep, q. (s, D) 
kag k=0 


аР, SPAS DIr )dT 
(12,167). 
式 中 YiCP,s)= fi geosh0dl | 
КЫ : (12.168) 
а СР,з)= |} 7@*созёаб 
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利用 式 (12.167 ) WRH PS, +) 和 gx(s,t)。 当 :和 9 确定 
后 ， 利 用 式 (12.166) 可 求 出 #( Pt)。 

3， 祥 条 边界 元 法 

如 果 将 整个 边界 分 为 M 个 部 分 ， 则 式 《12.167 ) WEH 

CePypAP,t)eoshs = У (|. CORP, заз, 0) 


—4 (Р,5)фь(5,2)]г(5)4Г) 
(12.169 ) 
如 果 用 三 次 B 样 条 函数 逼近 Pp 及 q， 则 
pels,t)= COCOH PE) n } 


Qa(sst)= COCOH E)n 
式 中 {pr}m= Фао Per Prz … Prl 
49.) =ЇЧ Qua Q … q I Jš 
[的 = [ó ó: $: 0. $s] 
其 中 z= N, s 为 边界 的 弧 坐 标 ，$; 为 B 样 条 函数 构成 的 基 函 
Э, 1=0,1,2,+*2; Dri= Pri(t), qu =qa(1), 
将 式 (12.170 ) RAR (12.169) 可 得 


M ~ 
Cpucoskh = Зак, ЁН к1һ{фь}һ) (12,171) 
式 中 С,=С(85)  j=0,1,2,, N С 12.172) 


С 12.170) 


[Hn |. nET || 
É \ (12.173) 
J 


EK Ja |, PSAK 


R (12.167) 也 可 以 写成 下 列 形式 ， 
А -È > (IK), (a y С, 2.4) 


C12.174) 
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式 中 2 = 0,1,2,…，, 上 ;ii фы {ТЇЙ Б п eja, Bh 
@,=2nz/(1+ R) n=0,1,2,",R (12.175) 
由 式 (12.174 ) 可 得 : 
IOI соз =X (CK Hah- LA HoD 
(12.176) 
式 中 n= 0,1,2,9, Ro Җ (12.176 ) 也 可 以 写成 下 列 形式 
[С1{ф,„}созЁф = (CK Ha} - ЕН Hp) GTS 


sÑ C 12,176 ) 和 式 (12.177 ) 与 边界 条 件 有 关 ， 式 中 边界 已 知 量 
的 px 和 gx 由 p 和 9 的 Fourier 级 数 的 系数 确定 。 在 式 (12.176 ) 或 
A (12.177 ) 中 引入 边界 条 件 后 可 得 ， 

[AJ{X}={f} (12.178) 
利用 式 (12.178 ) 可 求 出 未 知 的 px 及 gx。 当 px 及 9 确定 后 ， 利 用 
A (12.142 > 可 求 出 动 液压 力 : 


BE „ 
p= -pi( gz+ È 0 Cs,t)cosk0 ) (12.179) 


将 式 (12.170 ) 代入 式 (12.179 ) 可 得 : 
p= -ol( вг+ У\Гфгэ1{ф,}соз®® ) (12.180) 


式 中 ф,=др,/ді 


(二 ) 样 条 能 量 配点 法 建立 容器 的 动力 方程 
本 节 假 设 容器 是 一 个 轴 对 称 的 旋转 薄 壳 (图 12.16 ) ， 在 旋 
转 面 上 任 一 点 Q 的 坐标 为 
Ху=7с050, x,=rsin0, Xs=2 
设 e,、et 及 es 分 别 为 Q 点 的 子午 线 切 向 量 、 平 行 圆 切 向 量 和 旋转 
曲 向 法 向 量 ， 它 们 与 e*、ee 及 e, 有 下 列 关系 : 
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e, | =[T] үе» (12,181) 
En 2 e, к 
APITI RKE, H 
一 Sina 0 cosa | 
[TJ=' 0 1 0 (12,182) 
cosa 0 sina 
[TI =[T] (12.183 ) 


设 4,、4, 和 4, 分 别 为 旋转 落 达 中 面 上 任 一 点 Q 对 应 于 e,、e， 
HeD ARABE, ENU, ufu A FIRA: 
{U} =[T Hu} $ (С 12.184) 
Ж {Ор=[ш, u, u] 
(uy=[u, uo u,Jr 
Жири, по и, НЕЕ 
' 中 面 上 任 点 Q 对 应 于 r、0 及 z 方 
:向 的 位 移 分 量 ， 它 们 不 仅 与 空间 
位 置 有 关 ， 而 且 还 与 时 间 t 有 关 。 
根 根 达 朗 贝尔 原理 ， 薄 壳 动 
力 问 题 的 势能 泛 函 可 写成 下 列 形 - 
Ж > 


图 12.16 


П = 1 етее} + {*}7CDI{*} - ОРАР} 


- о,0}21а9 (12.185) 
A {= 0. HU} =[L ILT Hu} (12.186 ) 
{x} = 22.00) = 12,0719} (12,187 ) 
{P}=[p, р, Р. (12.188) 
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[RJ= ' R, R. 0 ; (12,189). 
0 0 Ra 
р, Do ` 
[DJ=!D, р, о | (12.190). 
_0 о D, 
对 于 各 项 同性 体 ， 则 
R,=R,=Eh/(1 -p°) R =R 
Р,,=ЕҺ2(1 +u) D,,=Eh*/12(1 +4) 


D,=D,=EhMh/19(01 -1) D,=4D (12,191) 
[ 工 1] 及 [ 工 ,] 的 具体 形式 为 


д. 0 1. 
! os ro | 
1 1=| cosa д sina! (12.192 六 
Н ЖЕ; ròl ғ | 
i ð ð _ cosa 


790 os ro 


(12,183), 
Ls: Lea Lss) 
д 
Жин L=- "эз 2-с) 1,.,=0, 
2 
L, = — ӧз L, = sos 工 :: = — РА 
cosa д д? Асі д 

asr QU Das y Ya 


г д5 т? 

1 Ы cosa д 
а ee ЕИ АС 12.194) 
Lss r cso0 rè 00 ‹ 


ВФ, о ОЗЫНЕ, ПТС Е 的 EE, по 
子午 线 的 曲率 半径 ; p,. РОР ТЈ з 0 为 2 轴 与 中 曲 
面 法 线 ? 之 间 的 夹 角 。 


如 果 设 п, = CG) uC}acos ho 
Wo =ош» тА, (12.195) 


п, =EL Hu, Ct) cosh0 
а= 0 


арса (12.196) 
式 中 ГМ], = іар (С41соѕА0,[415іпА0,С4]с0580) (12.197 ) 
{$}»= Liu}; {ш} ХӘ," 


{иу} = шуо йуу uj ee uz] ji=r, 0, z 
将 式 (12.196) 代 入 式 (12.184)、 式 (12.186) 及 式 (12.187 ) 
便 得 ， 


{U} = IT IKINI Adh 
{h= ESILAIAh | С 12.198) 


«ъ= Хү5ъ08245}, - 


式 中 5], =Чїар ( со$А@, coskĝ, sinkô ) (12.199 > 


-[g']sinc [o] seseg] 
= h 1 
[4js= әј ?5 的 r [9] 


[的 .Asia гу ©9°%агу _Жсозагоу 
(С 12.200). 
[Bu В\, В,» | 


{В,]=|В,, в,, B. | (12.201 } 
\В», В, Bss J 


Ät B, = iné [ф/”1-соза[ф”], В,. =L 01 


Bis= 298 1477 [gr]sina, B,, = 5118 Г 


т? 
B, = Козару _ -se гу) 


k?sina sinacosa 
B.s= Бы т? [L$] F: 


一 [9 


Bs, =k (SST pgr- 00522 голу 


B, = Žin pgr] ©0заз1ва рл 
Bss=kB,, (12.202). 
其 中 8' 是 6(s) 对 s 的 一 阶 导 数 ，8" 是 $s) 对 s 的 二 阶 导 数 。 ф(5) 
必须 满足 薄 壳 子午线 方向 的 边界 条 件 。 
将 式 (12.198 ) 代入 式 ( 12.185 ) 并 考虑 三 角 函 数 的 正 交 性 
可 得 ， 
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R 


П= + Er, CKJsA8}: = 2{8}% A/h- [Mht 8 07 


(12.203 ) 
利用 变 分 原理 可 得 旋转 薄 壳 的 动力 方程 ， 


см5 +00748), = {fhe 0,1,9, (12.204) 
式 中 (= f fw3rr73fPlab)rto9ar (12.205) 


EK h= [сез азо"аза5 42.) 
+ 52081)'102051,1810240)709)4Г (12,206) 


гм2,= | ран ГУУ абу SAT  G2.207)5 


由 此 可 得 ， 
CKI = af CAMLRICAN + BREDIE 


‚ (142,208) 
см2, = а, CNJ Уо, г з)аГ (12.209) 
式 中 ,由 下 列 公式 确定 ， 
2л R= 0 
a, = { (12.210) 
л k0 


[N]=diag([ġ], [$13, [ф1) 
T 表示 薄 壳 中 曲面 上 的 子午 线 长 度 。 

利用 数值 积分 法 中 的 求 积 公式 ( 例如 ， 梯 形 公式 ， 辛 普 止 公 
式 ， 高 斯 求 积 公 式 ) 也 可 将 式 (12.204 ) 、 式 (12.208 ) 和 式 
‹ 12.209) 变 为 配点 格式 [111。 

如 果 考 虑 落 碗 振动 时 有 阻尼 ， 则 薄 壳 的 动力 方程 可 写成 下 列 
形式 ， 
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[MJA öht CJA SFA+ CKIAS = {fhe (12.211) 
式 中 k= 0, 1, 2, зе, R; [MJ、[CJ] 及 [KJ 分 别 为 游 沉 的 
质量 矩阵 、 阻 尼 矩 阵 和 刚度 和 矩阵。 阻尼 矩阵 可 利用 质量 矩阵 和 刚 
度 和 矩阵 确定 。 为 了 书写 方便 ， 可 以 将 式 (12.211 ) 中 的 下 标 & 去 掉 

式 ( 12,211 ) 是 根据 式 (12.195 ) 所 示 的 对 称 位 移 表 达 式 
建立 起 来 的 ， 但 对 于 反对 称 位 移 的 情况 也 可 以 用 。 对 于 旋转 薄 
壳 ， 反 对 称 位 移 表 达 式 为 


u, = Y [6J(u, авіа. 
"0 


ч = 
k 


420и, соз (12,212) 
и, = Уса, азівво 
k= 


由 上 述 可 知 ， 利 用 公式 (12.211) 求解 反对 称 问题 时 ， 上 述 各 式 
中 的 sinRb 必 须 换 为 cosk6， 而 coskb 必 须 E 3 sink0, LALM 
[3]* 中 的 8 因子 应 换 为 ( - k), | 

在 旋转 薄 过 中， 非 对 称 的 位 移 可 以 分 解 为 对 称 位 移 和 反对 称 
位 移 ， 而 且 对 称 位 移 和 反对 称 位 移 可 以 分 别 求解 。 

( 三 ) 建立 流体 与 容器 的 耦合 动力 方程 
当 发 生地 震 时 ， 过 体 的 动力 方程 为 
[MI a} + LCIH6}+ [K HO) = 473 (12.213) 


式 中 {6。} 为 这 体 绝对 加 速度 向 量 ， 它 等 于 地 面 加 论 向 量 加 上 过 
体 相 对 于 地 面 的 加 速度 向 量 ， 即 


{д} ={60}+ {д} (12,214) 
ҖОР { 6。} 为 地 面 加 速度 向 量 ， 
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{ 6} 为 壳 体 相对 于 地 面 的 加 速度 向 县。 
将 式 (12.214 ) RAR (12.213 ) 可 得 ， 


[33(8)+ ICHS} + LKI{O} = (F) (12.215) 
式 中 (FyY=4fy-LM30) (12.216) 
= |. [зто аг (12,217) 


式 中 { 已 }) 为 流体 动 压力 ， 简 称 液 动 压力 。 
由 于 流 信 只 在 容器 壁 垂直 方向 产生 压力 ， 则 滚动 压力 向 量 为 
{P}=[0 0 pJ (12.215 ) 
Arp pA E ARREN AREN o 
如 果 不 计 流 体重 力 的 影响 ， 由 式 (12.179) 可 得 动 液压 力 ， 


p= 一 Pi FLSH p jcospg (12.219 > 
由 式 (12.177 ) 可 得 ; 
ASI LS ш}, ' (12.220) 
将 式 (12.220) 代入 式 (12.219 ) E: 
P= -pi УФС) И) {uacoskg (12.221) 
由 此 可 得 ， 
{P}= -Pi HST LPI{A,}, (12.222) 
式 中 [S31,=diag(cosk0,sin#0,cosk0) (12.223 ) 
[VI]= diag([ 01,Г01,Гё1ГУ71› 012.224) 
(А.у. u, Ha {ua (uay (12,225) 


将 式 C 12.222) 代入 式 C 12,217 ) 并 利用 配点 法 可 得 : 
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1f} = -aP W 1{д}» (12.226) 


“a[cosa] [0] а[$їпа]` 
式 中 [WJ)= [0] го) [071 С 12.227) 
-b[cosa] [0] &Ь[зїпа]+ 


[а1=[917[21[соза1Г91Г/71 


[6]= [gJFLQJ[sinaJt 2113 С 12.228) 
[cosa] = diag(cosa,, Se й. 
[sina]=diag(sina,, sinai,**sinan) (12.229 ) 
[9]=C[4]Cr] (12.230) 
[4J= diag(A,, Ау, Аз, ° Ar) (12.231 ) 
[r]=diag(ro, ri» rzs * ry) 

} (12.232 ) 


r e=r(s,) i= 0,1, 2, "=, N 
[g]=[óé,(s)J 1, 1=0, 1, 2, ++, N (12,233) 


A С 12,226) 可 以 写成 下 列 形式 
{f}= -ЕМ,1Ч{д,}+{д}) (12.234) 
AF ГМ,]=а,о, И] (12,235 ) 


将 式 (12.234 ) RAR (12.215) 可 得 ， 

ТИҢ 6}+ CCJ{ 6}+CKI6} =- CMU} (12.236) 
式 中 [MI]=[M,]+[M] (12.237) 

HK (12,236) 可 知 ， 考 虑 流体 与 容器 的 共同 作用 时 ， 动 力 
方程 的 形式 不 变 ， 只 是 质量 矩阵 采用 式 (12.237) 确定 。 

(四 ) 容器 动力 特性 的 计算 
当 容 器 自由 振动 时 ， 式 12.236) 等 号 右边 为 零 ， 且 不 考虑 
436 


йв, Ш 

CMH 6}+ [KI{6}=}0} (12.238 ) 
设 {6}={ д}зіа (о) (12.239 › 
则 式 (12.240) 可 变 为 

«К-У 8} =40} (12.240) 
式 中 o 为 自 振 频率 。 利 用 式 (12.240) 可 求 出 容器 的 自 振 频率 及 
振 型 。 


(五 ) 容器 的 地 震 反 应 


1 。 容 器 对 地 面 水 平 运动 的 地 震 反 应 

发 生地 震 时 ， 地 面 水 平 运动 引 起 的 旋转 薄 壳 反应 只 限于 &= 
1 的 对 称 变形 ， 而 与 ?= 1 的 反对 称 变形 和 As 1 的 对 称 变形、 
反对 称 变形 完全 无 关 。 

2 。 容 器 对 地 面 坚 向 运动 的 地 震 反 应 


发 生地 震 时 ， 地 面 竖 向 运动 引起 的 旋转 薄 壳 , 反 应 只 限于 k= 
0 的 对 称 变形 ， 而 与 &= 0 的 反对 称 变形 和 As 0 的 对 称 变形 、 反 
对 称 变 形 完 全 无 关 。 

3 。 利 用 样 条 函数 方法 求 容器 的 地 震 反 应 

关于 求解 结构 动力 反应 的 样 条 函数 方法 在 文献 [12] 里 有 详细 
介绍 ， 可 供 参 考 。 计 算 结果 表明 ， 利 用 文献 [12] 的 样 条 函数 方法 
求解 容器 的 地 震 反应 是 一 个 经 济 有 效 的 方法 。 


$12.6 圆柱 厚 亮 与 岩 土 介质 捐 合 问题 


地 下 工程 的 合理 设计 必须 考虑 结构 与 岩 土 介质 的 共同 作用 。 
本 节 介 绍 圆柱 厚 过 与 岩 土 介质 的 共同 fE 用 问题 ， 这 个 问题 有 实 
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用 意义 ， 例 如 采矿 工程 中 的 
竖井 ,国防 工程 中 的 导弹 发 
射 井 ， 生 命 线 工 程 中 的 管 
道 。 图 12.17 是 一 个 圆柱 厚 
壳 与 半 无 限 空间 介质 的 相互 
作用 ， 这 是 一 个 三 维 问题 。 
本 节 介 绍 圆柱 厚 党 与 岩 土 介 
质 耦 合 问题 的 样 条 边界 
元 一 一 能 量 配点 法 。 


图 12.17 


(一 ) 建立 圆柱 厚 党 的 动力 方程 
对 于 各 向 同性 的 圆柱 厚 壳 ， 内 力 与 位 移 有 下 列 关 系 ; 


M,=Dx:+Hpxr)-AM。 
М,= Р(х, +их,)- М, 


М,„= 501-00, 
М,= В(ё, + и) \ 
М,= В(ё, + џе,) 
М,.= 0-08, 


\ 
Q =С(-9#--,) | 
Š ro00 ° 


式 中 
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(12,241 > 


(12.242 > 


(12.243 > 


(12.244 > 


* дг 
- 1 òv __1 д4, `: 12.245 
ro т, д@ i (12:2453 


= ЫР, _ = Eh > 
M.= 1001-0)" I =p? 
(12.246) 
=- 5Eh __ = Е”. 
12(1+и) ’ 12(1-и%)/ 


其 中 r* 为 圆柱 厚 党 中 曲面 的 半径 ， ú, o. шу 90е Н ИН 面 任 
一 点 在 >、0、+ 方 向 的 位 移 分 量 ; АЛЕНЕ, E 2 2 yk 8 
: 量 ，k 为 泊 松 系数 ，p,、p。 及 ,分 别 为 沉 体 在 r、9 及 z 方 向 的 面 


力 。 


A 


由 上 述 可 得 ， 


{M}=[D]{x} `) 

{N}=[R]{e} J (12.247) 
{Q}=[C]{?} 

{M}=[M, М, M, 

{N}=[N, Ne N7 

{Q}=[Q, Q, 03" 

{e}=[e, е, е,,]° 

{х}=[х, x, Xp] 

mere C Sm ру ор 
[CJ]=diag(C, С, 0) 


C RJ 和 [DJ 可 由 式 (12.189 ) 和 式 (12.190 ) 确定 。 


根据 达 朗 贝 尔 原理 ， 贺 柱 厚 沉 动力 问题 的 势能 泛 函 可 写成 下 
列 形式 
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式 中 


= 1 | HEF CRHe +i FIDH} + {УСУ} 


-24{x}"{M,}- 2U} AP) - p.h Ü) 


-2P J (yr 149 (12,248 
{Mo}=[M, М, о 

}U}=[u v ш] 

{P}=[p, p, Р, 

(gy=[%, % 0]7 

Ф =02%/9t, Ü =: U /àt: 

J = ja/12 


P: 为 党 体 密 度 。 对 于 厚 党 ， 除 集中 荷载 附近 区 域外 ， 挤 压 


变形 影响 小 于 剪 切 变形 影响 ， 因 此 在 某 些 情况 下 ， 可 以 忽略 搞 压 
变形 影响 ， 令 M。= 0 。 


如 果 设 u= 可 [$C2)J{uCD}acosk0 | 


v= фо) 000 зіп 
Е \ 
w= PEE {w(t}acosk0 (12,249 > 


в | 
= 251602) У, С }.соѕА0 | 


w= ёо, зів) 


则 式 C 122248 ) TXA 


-HCK I-AU f h- EMIA #1 


(12.250 > 


Ж 4дЬ=[{4} {vhi {ш {ФТ {Yil 
利用 变 分 原理 可 得 圆柱 厚 党 的 动力 方程 ; 


LMA Sh +СК71,09}, = (fl, Ё=0,1,+=,Ё (12.251) 
如 果 考 虑 壳 体 振动 时 有 阻尼 时 ， 则 圆柱 厚 党 的 动力 方程 可 写成 下 
列 形式 ， 


CM]s{ Sht ECLAÒ+CK J Adh difre (12,252) 


式 中 [Kh ovro| (CAI EGIAIDAT (12-253). 
СМ2,= asro {о 280,7 JEN: JEN: раг 
(12.254) 
(=a, Свира (12,255). 
[GJ]=diag([R], [D], [С]) (12.256 ) 
[Ah = CLAJ CA] CAJ (12,257). 
EN]=LEN:37 14,11" (12,258 )， 
[I] 0 | i 
[сла 
[B]= | 0 11 (12.259) 
| HEEJ 


[Е1=[го1 гој г11 [I го: ] a2.260» 
H=puh?!/10 (1 -u) 
1[$’] [oJ Го] Го] Col 


| k 1 
[4:]=| c97 r Fl pCI 1011010, 261a» 
L-E] 0077 Го] голго) 
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ТА,]= 


TAs]= 


CNs]=diag([9g],[%],[G],[0],[0]) 
СҮ, 2= іав(Го 2,С0 1,С0 1,С92,СФ)7 


tol 
[07] 
го] 
[01 
[OJ 


[01 


{Ph = ЦР. 


利用 数值 积分 法 中 的 求 积 公式 ,可 将 (12.253) 一 ( 式 12.255) 
变 为 配点 格式 。 


( 二 ) 样 条 边界 元 法 解 岩 土 动态 问题 


[01 [01 


k 
0091 [0] 


1 , 
rts 1 .£0 


[0] g] 


сој 741 
ry 


[oJ [0] 


{Pehi 


。 边界 积分 方程 

在 动态 分 中 ， лнн sest 
Ей) p 20 
(A+ Gyu; se(Qt) + Си,,  |(Q,t) +b, aR 


- 014,00,0) = 0 


i j=1,2,3 ` 


-[g] [0] 、 
k 
[0J - „282 (12,615) 
k 
т [0]| 
-[$)] [07 
[0] -[ф1\(12.261с) 
[0] го} 
} (12.262) 
{2,hI (12.263 ) 


(12.264 ) 


边界 条 件 和 初始 条 件 与 第 七 章 相同 ， 见 式 (7.3 ) 和 式 (7.4 )。 
式 (12.264 ) 可 以 转化 为 边界 积分 方程 。 目 前 ， 将 式 
《 12.264 ) 化 为 边界 积分 方程 主要 有 四 种 方法 :〈 1 ) 变 换 法 ， 这 
种 方法 先 通过 对 时 间 变量 作 拉 普 拉 斯 变换 或 傅 里 叶 变换 。 消 去 时 
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MER, HA 12.264) ЕЛНИ ОГ, АЛЕ rik A ME 


型 方程 的 边界 积分 方程 ; (2 ) 差 分 法 ， 这 个 方法 先 将 4 对 时 间 # 
差分 ， 然 后 建立 式 C 12.264 ) 的 边界 积分 方程 ;〈 3 ) 含 时 间 基 本 - 
解 的 直接 法 ， 这 个 方法 采用 含 时间 ; 的 基本 АЕ RA 12.264) 两 
边 ， 然 后 对 空间 区 域 和 时 间 区 域 进 行 积分 建立 边界 积分 方程 ; 
〈4 ) 不 含 时 间 基 本 解 的 直接 法 。 上 述 这 四 种 方法 对 热传导 问题 、 
扩散 问题 、 电 磁场 问题 及 波 的 传播 问题 也 适用 。 本 节 利用 第 三 种 ' 
方法 及 第 四 种 方法 建立 式 (12.264) 的 边界 积分 方程 。 


(1 ) 含 时 间 基本 解 的 直接 法 。 将 含 时 间 的 基本 解 必 RA 
С 12.264 ) 两 边 可 得 ， 
fifa С)и,,,,+Си,,у,+Ь, 


—piuJuhdVdt= 0 (12.265 > 
ЖР u&% 满 足下 列 方程 , 


(А+ С)ш,,, at Си, ва 一 pı ub, 
+ó, 0(P,Q)ó(r,t) = 0 (12.266:> 
利用 分 部 积分 法 将 式 (12.265 ) 变 为 
РР, = [E| URP, Oat 


~ ps(P,Qo,t’)Jdsdt+ ff, u a CP,Q, t’) Q, t) dV dt 


+| AP, Qor k,l=1,2,3 (12.267 y 
式 中 | t'=t-tr t< t <t: 
A,= оу u a (Qu CP, Q, – Wa (Qu (Р,9,1.01 
(12.268 > 
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ut, = иді (12,269) 
Җи и» о, О ЙУ ЖЛ АЖ Be By НИЕ, 
如 果 体 力 分 量 5: 不 随时 间 变 化 ， 则 它 的 效应 可 由 静态 分 析 确 
` 定 ， 因 此 在 动态 分 析 中 可 将 体力 项 略 去 。 在 地 震 发 生前 ， 初 始 位 
- 移 和 初始 速度 为 零 ， 即 
qam 0 y V0=0 (t=0) (1.2270) 
ЖИЕ, I (12.267) 可 以 写成 下 列 形式 ， 
СРР, = [0 URP, Qat Qat) 


- bh (P,Q.,t”')u,(Q,,t)Jdsdt (12.271 ) 
Ж ut, 及 Pr 为 含 时 间 的 基本 解 ， 由 式 (12.266 ) ЖН, АЖ 
:形式 见 文献 [ 4 J 和 文献 [ 5 ]。 


式 (12.271 ) 可 以 写成 下 列 形式 ， 
СРР, ә + [Ef EOP, Qatu Qurt) 


-u*(P,Q,t”')p(Q,,t)Jdsdt = 0 (12.272) 
Ah  u=[u, u, uf } 


(12.273) 
P=[b, Р, Ра] 
L u" ula uls i 
s= u uia uis (12.274) 
* I! ) { 
Я u3: и, Í 
[ph ph ht | 
| (12.275) 


名 =| рл Ph PA 
l DA Ph Ph 
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(2 ) 不 含 时 间 基 本 解 的 直接 法 。 这 个 方法 详 见 第 七 意 87.1。 
由 第 七 章 可 知 : 


Cu Pu CP, = | са P,Q PQ = РАР, 
x ulQos DJds+ PAC uP PY + ( Cuh P Qe) pn (QO 
-PEP,Q OW (Q, Лаза 10) k,le=1,2,3 (12,235 > 
式 中 Pp; 为 岩 土 密度 。 由 此 可 知 ; 
СРР, в) = | Cur (P,Q PQt) - p'(P,QOu(Q,D 
x ds= о,{С(Руш"‹Р)- | гич РУОР (О, 
-p*CP,Q.)u"(Q,)Jds) { а" G) } (12.277) 
Arpu pu WMP HERIR C 12.273 ) ~A (12.275) ЖИЙ], ШЇЇ 
ССР), а", p"R( az} 为 


Cii Ci: Cis 
CP) [e С, с | 


(12.278) 
C, Css С, 
үз об Wa 
u"a un шд ир | п=б,1,2е,х (12.279) 
u uh щш | 
pr pr pa 
Pa= ру PA Ph (12.280 >- 
bs Pis b, 
{ar}=[ar ат оү (12.281 > 
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如 果 忆 点 为 边界 上 的 光滑 点 ， 则 
ИЛЕ: (12,282) 
lo һы 

З РАЛ р, MUC, ,,= 1, C, = 0 (А1), 

图 12.17 是 圆柱 厚 光 与 岩 土 介质 的 相互 关系 图 ， 党 体 周 围 的 
介质 是 一 个 半 无 限 空间 弹性 体 。 对 于 半 无 限 空间 弹性 体 可 以 看 作 
是 一 个 轴 对 称 弹 性 体 ， 这 个 问题 的 分 析 可 以 采用 本 章 第 四 节 介 绍 
的 方法 。 

2 。 样 条 边界 元 法 

(1 ) 第 一 种 方法 ， 直 角 坐 标 系 的 位 移 和 面 力 与 圆柱 坐标 系 的 
位 移 和 面 力 有 下 列 关系 : 


s= [TI p=[TIZ (12.283) 
- 式 中 ú =[u, uo u,]”, u=[u; ш, и] 
ФСР, р, b, 户 =[b， P. pF 
cosb -sing 0 
r sinĝ cosĝ 0 J (12.284 > 
0 0 1 
设 а, = DAHU, cosa | 
| 


R Н 
п, = DESO Huo (H ),5їад9 | ‚ (12.285) 


u, = Урфу и, 0) cosa | 
2-0 р, 


m М = УЗИ (12,286 › 
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йш p= PISNIH (12.287) 
A (51, = 4іар(соѕА0, sink0, cosk0) (12,288) 
[NJ]=dlag([$]1, [41], СФ2) (12,289 )- 


Ха) р Ciu, G) ХС WOT 
реу} = CPF LF {рр 《122907 
Wha Va Va % Val) 
RPV =u, p; с=т, 0,.z; х= №, Nmo зіп Ж 
2 
sinks = { (12.391). 
sink0, kæ 0 
将 式 С 12.236 ) 及 式 (12.287 ) 代入 式 (12.283 ) 可 得 ， 


u= YETISH ЕЙ}, 


А A Í (12,392). 
Ф = ELTILSILNI PO | 
иштг, 
= EETICS], ЕЙ; | 
(12.393). 


А ы 
如 = УҮТ1Г$ЪЎПЕРЇ; | 
式 中 V=u, руп=0, 1,, 2%, x 
[rhe {Vp ЧУМ, } 
[VJ;= (VE, (E, (VE, | (12.394 X 
| А 
(p, (y, (УЮ. 
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AVP SLV (s) И (51) ИС) = V n,(s.)37 
HA (12.292 ) 和 式 (12.293 ) КА. (12,277) 可 得 : 


CWP, D = Df, IAO Lp I rd T 


—p [C(P)u" (Р) – 引 ([u*1,[ 23, 
"оГ 


一 [pb*]sCz]wrdT]{ a} (12.295) 
фт аре Ца) атут m {ағ утут (12,296) 

FF]s= ПУ EVI CVI 5 ПИЛ) (12.297) 

E*l = [VETES 07240 (12.298) 
式 中 本 为 子午 面 的 边界 。 


如 果 将 整个 边界 分 为 M 个 部 分 ， 而 且 每 一 个 边界 Fw 又 分 
为 NV 等 分 ， 用 B 样 条 函数 构成 的 基 范 数 副 近 边 界 未 知 量 , WP = 
5, (ј= 0,1,2, Л), MI (12,295) 可 变 为 


CEDES Ituh = GIA ph Auh) 


-ECD ES], tu), - 06060, 


-CÑ шә 1{ 2) (12,299) 


:由 此 可 得 ， 
LHJ(uy-[GJ(ph+ p, (Н ][и1- 67Р] 4} = 0 
А (12,300 
:由 第 七 章 的 $7.1 可 知 ， ? 
{а} ГЕНИ) ‹ 12.301). 
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将 式 (12.301 ) 代入 式 ( 12.300 ) 可 得 : 
CMH u} + LHI{u} = [G3(p) : C12.302) 


Rp [MI]=pi(tHICu]- CCDE] (12.303) 
(2 ) 第 二 种 方法 ， 这 个 方法 从 式 (12.272) 出 发 。 设 


- > рж Ўн, bels) A (t)cosk0 


k%Q (“0 = 


ГА 
УУ а, аф, (s) #,(t)sink9 C12.304) 


12% 


ÈL AAO) b(t )cosk0 


由 此 可 知 ， 


, 


= 21816, acoshl 


С 12.305:ў 


{ 

l 

j | 

„= CGD (uy ай | 

= 29162044, созд | 
ий ¿= ТУУН, i (12,306) 
式 中 “CNJ= ав (С2)Ә92,027941,04191ф1) (12.307) 
{а= ои, (ur {us 17 $ 12.308 ) 

~ R f 7 

иж p= STLNI P} (12.309) 
ЖР {phl {beH Ар, C 12.310) 
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将 式 C 12,306 ) 和 式 《12,309 ) 代入 式 (12.283 ) 可 得 ， 
- 
u= 


71511724}, 

M ` (12.311 > 
p= TIESILNI PY, | 

将 式 (12.311 ) RAR (12,272) 可 得 : 


CWP, i) = Bh (аер, CA Hudd rdt 
С 12.312) 
Rh [uy = | {Т5 Adr | 
ar í C12.313) 
a ) 

如 果 将 整个 边界 工分 为 M 个 部 分 ， 而 且 每 一 个 边界 Ps 又 分 
为 Na 等 分 ， 时 域 [0 ‚ЛЖ, AOFM CD WB Ж A iË 

数 ， 已 =s， (j = 0,12,…，N), 则 式 (12.312 ) WEH 


Сєз,05249), = УССР, LHI) (12.314) 


由 此 可 得 ， А 
Ни} = [G1( py (12,315) 


(Z ) 建立 壳 体 与 介质 的 耦合 方 力 方程 


1 。 亮 体 与 介质 交界 面 的 连续 条 件 
(1 ) 在 党 体 与 介质 界面 上 ， 两 者 的 位 移 在 任 一 点 都 相等 ， 即 ; 


UrA=uUrB | 
tok =u p (12.316 ) 
u,a =u, 


450 


式 中 4 代表 党 体 ， BRZI: и, = 0, чол = 0, и, =й, 
(2 ) 在 党 体 与 介质 交界 面 上 ， 两 者 的 面 力 在 任 点 应 满足 平衡 
条 件 
Р,А= —b, 1] 
Род = — Ров (12.317) 
P,.= — psn J 
2. D86335 E 
(1 ) 第 一 种 方法 ， 这 个 方法 从 式 C 12251 ) 和 式 (12,302) 
出 发 。 利 用 式 〈12.251 ) 、 式 (12,302 ) 和 交界 面条 件 可 以 建立 
壳 体 与 介质 的 耦合 动力 方程 ， 具 体 方法 与 S 12.7 相 同 。 
(2 ) 第 二 种 方法 :这 个 方法 从 式 (12.251 ) 和 式 (12.315 》 
出 发 。 利 用 式 (12,251 ) 、 式 (12,315) 和 交界 面条 件 可 以 建立 
壳 体 与 介质 的 耦合 动力 方程 。 


( 四 ) 求 解 壳 体 与 介质 耦合 动力 问题 


当 壳 体 与 介质 的 耦合 动力 方程 建立 后 ， 由 此 可 求 出 壳 体 与 介 
质 耦 合体 系 的 动力 特性 及 动力 响应 ， 具 体 方法 与 前 面相 同 。 


$12.7 结构 与 地 基 耦 合 动力 问题 


结构 与 地 基 的 共同 作用 ， 在 工程 中 普遍 存在 ， 例 如 高 层 建筑 
结构 与 地 基 的 相互 作用 ， 坝 体 与 地 基 的 相互 作用 。 本 节 介绍 结构 
与 地 基 看 合 动力 问题 的 计算 方法 。 


( 一 ) 上 部 结构 的 动力 方程 
上 部 结构 的 动态 分 析 方法 很 多 ， 例 如 解析 法 、 有 限 元 法 、 样 
条 有 限 点 法 和 能 量 扎 点 法 。 利 用 这 些 方法 可 以 建立 上 部 结构 的 动 
力 方程 ， š 
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сМ ар+ [CJt up + [K Hu} = (fy (12.318). 


( 二) 地基 的 动力 方程 
地 基 可 看 作 是 一 个 半 无 限 空间 的 弹性 体 ( 图 12.18)。 地 基 的 ' 
动力 方程 可 以 利用 样 条 
边界 元 法 建立 ， 一 般 采 
用 下 列 两 种 计算 格式 ， 构 
< 1 ) 含 时 间 基 本 解 的 
直接 法 格式 ; < 2 ) 不 


含 时 间 基 本 解 的 直接 法 地 £ 
格式 ， 见 $ 12.6。 本 节 Е 
采用 不 含 时 间 基 本 解 的 — 
直接 法 。 由 第 七 章 可 图 12.18 
知 ， 地 基 的 动力 方程 为 
Huh + CHI =IGHMp} у 2 «12,819 
式 中 只 含 边界 未 知 量 。 


(= ) 结 构 与 地 基 的 耦合 动力 方程 


将 式 〈《12.318 ) 按 结构 与 地 基 的 接触 点 和 非 接触 点 分 离 ， 可 
ATASE . 


Г М.п Íz] + Ку, ЗЛ { = 


М», Маз-„\щ Ка К», А А 
| “(12.320 > 
由 此 可 得 : . š 
Mi. m . М.» .. Ki 
[ м, Е м, 1 ИХЕ 


452 


“к, |= hal 412.321) 


式 中 4,、us 和 f ,分别 为 结 ОИЕ 加 速度 及 
等 效 节 点 力 。 


{fs}4 由 下 列 公式 确定 : 
{fa}a = ВІР. С 12.322) 
式 中 [8=| ENIENIAT (12.323 ) 


其 中 [CN] 为 样 条 函数 或 插值 函数 构成 的 形 术 矩阵。 


将 式 〈12.319 ) 按 地 基 与 结构 的 接触 点 和 非 接触 点 分 离 ， 可 
得 下 列 方程 : 


NA s sanh 
С, ©з» 2 
-[ Gs: СБ A h 
由 此 可 得 ， 


CR ие '] pst E н] 


пуне унн дө» 


(12.324) 
结构 与 地 基 的 接触 条 件 为 


{нз} = {ua} 
{P2}a = ~ {ps}s 
利用 式 ( 12.324 ) 可 得 ， 


} (12.325 ) 


453 


ТАРЕ x 1 + [ мү] 


22 
32 


н Гаа + ань Гаа 


(С 12.326) 
将 式 (12.326 ) 代入 式 (12.321 ) ， 考 虑 接触 条 件 可 得 ， 
CMI{U}+ [KI{U} ={F} (12.327 》 
Rp {Шеш {М (usl 
[MJ=[T[M,1 (M.J [M.J 
) C 12,328) 


ЇК1= К] [K:] [К+11 
{Ё}= [Т Fa ЕТТ (12,329) 
其 中 [M,.,]=[MT, Мұ ОТ 


(Mı: i 0 у 
[M:]= М,, | кака ма (12,330) 
0 ^4 ~ Мз, в 


[М,]=[07 Мұ, М, 15 
скај" KI оту 


{[К]=[07 KI, K3, 25 


К g | 
ee | +[BJLAJ | К, | (12.331) 
0 -4 lKs: J> 
Е, баз (12.332 
iey tzal с Je 332) 
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Gs: 7-1 
Сз» |: С 12.333) 


如 果 孝 虑 结构 振动 有 阻尼 ， 则 结构 与 地 基 的 耦合 动力 方程 可 
写成 下 列 形 式 ， 


EWIU}+ TCIUY +ERIU}={F} (12.334) 


[A] = 


式 中 
(C С, 0 
[CJ]= C. C.a 0. (12.335 》 
to 0 0 


〈 四 ) 求解 结构 与 基础 的 耦合 动力 问题 
利用 式 С 12,334 ) 可 求 出 结构 与 地 基 耦 合体 系 的 动力 特性 和 
动力 响应 ， 具 体 方法 与 前 面相 同 。 
如 果 结 构 是 一 个 平面 问题 ， 则 地 基 可 作为 半 无 限 平面 弹性 问 
题 计算， 如果 结构 是 一 个 空间 问题 ， 则 地 基 可 作为 轴 对 称 弹性 体 
计算 。 对 于 半 无 限 平面 或 半 无 限 空间 ， 利 用 样 条 边界 元 法 计算 
人 针 ， 边 界 本 只 考 虚 地面 有 限 部 分 的 边界 。 


$12.8 多 态 时 变 电 破 场 问题 


(一) 基本 方程 


在 豚 态 时 变 电 磁 场 中 ， 电 磁场 问题 可 归结 为 求解 下 列 波动 方 
#, 
va 二- 和- -pye (12.336》 


у'4- 1-04. - (12.337) 
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式 中 cz= 1⁄/ne 
如 果 考 虚 自 由 空间 中 的 上 电磁场， 则 Pp = 0 及 J = 0。 因 此 式 
《12.336 ) ЯП, (12.337) 可 变 为 
ytu- 1 дїш b; 


с Gr | 


(12.338) 
| 


1 Ao | 


VA- ci òt ~ 


式 (12.336 ) 及 式 (12.337 ) 可 以 写成 下 列 形式 ， 


yo- 1, 97 шь . Оєд (12,339) 
c 


òt? 
边界 条 件 为 
vQ, =Q, QET, | 
atQ,D = q (Q, оєг, J 
初始 条 件 为 
| 000,0) =u, (Q) ` ) 
000,1) = u(Q) 
式 中 а= àu/ən, v= àu/ət 
v=u, A; b= -р/е, -pJ 
(二 ) 边 界 积 分 方程 
目前 对 波动 方程 建立 边界 积分 方程 有 四 种 方法 ，(1) 变 换 
o 这 个 方法 先 对 波动 方程 作 时 间 变 量 的 Lalace 变 换 或 Fourier 
变换 ， 然 后 建立 它 的 边界 积分 方程 ; (2 ) 差 分 法 。 这 个 方法 先 对 
92u/of 进 行 二 阶 差分 ， 然 后 建立 波动 方程 的 边界 积分 方程 
СЗ ) 利用 含 时间 的 基本 解 直接 建立 波动 方程 的 边界 积分 方程 
《 4 ) 利用 不 含 时 间 的 基本 解 直接 建立 波动 方程 的 边界 积分 方 
程 。 本 节 只 介绍 第 四 种 方法 建立 波动 方程 的 边界 积分 方程 。 
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(12.340) 


t=t QEN (12,341) 


利用 加 权 残 数 法 可 将 式 C 12.339) 化 为 下 列 边界 积分 方程 
CMP, D = | Lut (Р,0,0909,,0 -P,Q 


х®(О»,Ю14Г + f (P,t) + f(P,t) ‹ 12.342› 
式 中 APD = – fy PODA (12.343) 
ҺО, = -i fo PY 900,040 123ta 


us*(P,Q) = - -1L_lnr (二 维 问题 ) 
2л | С 12.345) 


9*(Р,0)=1/{лг cenm) 


A (12.342) 不 仅 含有 边界 未 知 量 ， 而 且 还 含有 RA ЖОП 
量 。 为 了 将 域内 积分 化 为 边界 积分 ， 设 


000,0) = EPQ aa C 12.846) 


将 式 (12.346 ) 代入 式 (12.344 ) 可 得 ， 
РР, = - E fy P,P (Qa у) 


(12.347 ) 

如 果 设 узб = р“ оп Q . (12.348) 

出 [вее = -CPP + {tor(P,Qo) (0,) 
-q*(P,Q,)#*(Q,)JdT C12,349) 


- 式 中 n* = д#* /дп 
将 式 (12.349 ) RAR (12.342) 可 得 下 列 边 鼻 积分 方程 ， 
ССР)о(Р, р) = | го*‹Р,0,24(9ь,)-*‹Р,О,) 


UADIT + уз СССР) Фр) | ToP, OQ) 


с? “= 
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—q*(P,Q,)%*(Q,)JdI)G* (t) + f(P,t) (12.350) 
武 中 % 可 以 由 式 〈《12.348 ) 确定 。 例 如 ， 如 果 设 


b*(Q)=r(P,,Q) C12.351) 
则 由 式 ( 12,348 ) 可 得 : 

KO = Br (P,Q) (12.352 》 
式 中 r 为 P. 点 至 Q 点 的 距离 。 


(三 ) 样 条 边界 元 法 
本 节 以 二 维 问题 为 例 。 如 果 将 整个 边界 工分 为 M 个 部 分， 幅 
Ж (12.350 ) 可 变 为 


С‹Рәш‹Р,,)- Afp ttp. (s, D 
"УГ 
-PoS DIAT- -A E CPP) 


- = |, Со* Рз) з) —4*(Р,,в)4*(5)14Г)а' (D 


=f(P,,t) С 12.353) 


设 v=[$]fv}»n а=[ф1{4Һ 


\ 
612,354), 
Ф@=1411#% п" =120724 | 


式 中 [9 约 =[g (3) $ls) Bals) e ф,(5)] 
Хо}, = [u (f) vf) Vat) ++ vT 
(qha = 9.0) 9,0) 9.00) ++ aF 
си. = б. | 


1,е= 0 1 2 2 (12,355): 
Eala = C nu, J 
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з, ф 


[Y%]。= | 
[о ере ш 


| 
Фе ИГ ‹12.356) 
I 


Жид, (OAE ВНА ИОВ Й, 


g(s) е ср. ++) 
- +o, Ta зь 0-0) + L CS *-i+1) 
+» (Ce-i) С 12.357) 
它 满足 下 列 条 件 ， 
Pils) = 62 = Í, Ре 


:将 式 (12.354 ) 代入 式 (12.353) 可 得 ， 
[H1J(oy=[K3J(qh+(LHJ[%J- [KJ3[n]) {а}+{/} 


I z C12.358 ) 

рој (e= [pl {а} (12.359) 

因此 {c}=CE] {0} < 12.3602 

At [Е]=[РЇ! C12.361) 
HA (12.360 ) 代入 式 (12.358 ) 可 得 ， 

CMH o} + LHI{0} = [KI}a} + 47) C12.362) 

式 中 [MJ=([KJCn]-[HICODEE] C12.363, 


式 (12.362) 是 一 个 常 系数 的 微分 方程 ， 利 用 时 间 积分 的 样 
条 函数 方法 很 容易 求解 ， 详 见 文献 [12]， 式 《 12。362 ) 与 边界 条 
件 和 初始 条 件 有 关 ， 求 解 时 必须 引入 边界 条 件 和 初始 条 件 。 当 边 

. 界 未 知 量 确定 后 ， 利 用 式 《 12.350 ) 的 离散 化 格式 可 求 出 域内 任 
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一 点 p 的 vp,t) 值 。 当 u( p,t) 和 A(p,1) 确 定 后 ， 利 用 相应 的 公 
式 即 可 求 出 电磁 场 问 题 的 各 个 物理 量 。 


512.9 固体 与 电磁 场 耦合 问题 


国体 与 电磁 场 的 耦合 问题 ， 在 电气 工程 中 普遍 存在 ， 本 节 对 . 
这 个 问题 作 一 个 简单 介绍 。 假 设 固体 为 各 项 同性 的 弹性 体 。 
弹性 体 的 运动 方程 为 
Gu itb = Du, C12.364)- 
式 中 0 6 为 弹性 体 受 电磁 场 影响 的 应 力 ， 即 
0iy =D pue LB: i,j,hk,1=1,2,3 (12,365 > 
弹性 体 的 位 移 ; 
五 :一 一 电场 强度 ; 
:一 一 弹性 体 的 体力 分 量 ; 
о 一 弹性 体 的 密度 ; 
了 ex 一 一 弹性 常数 张 量 ; 


ч; 


工 tx 一 一 压 电 常数 张 最。 
如 果 只 考虑 静电 场 ， 则 š 
E,=-0,, (12,366 > 


式 中 2 为 电位。 将 式 C 12.365 ) 和 式 (12.366 ) 代入 式 (12.364 >. 
可 得 ， 


Dito у + БуЛ, r + bi=Pu, (12.367 > 
另外 ， 由 Maszvell 方 程 可 知 ， 
do = Dp (12.368 > 
式 中 Pp 一 一 电荷 密度 ， 
d ,一 一 电位 移 分量 , В 
d= Lets +F Е, {12.369 >》 


ARF u — B Kik. 
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将 式 (12.369 ) 代入 式 C 12,368) 可 得 : 


Fi, у-уу, e + o= 0 C12.370) 
电场 的 边界 条 件 为 
u=. оп Ty . 
С 12.371› 
d=dini= d ов Ге; 
:弹性 体 的 边界 条 件 为 
u=u on T, \ 
А C 12.272 ) 
Pi=0,n =P, on Г,' 
даР) 
пСО.) wa (Q) \ 
. С 12.373) 


коон 09) 7 


由 上 述 可 知 ， 如 果 弹 性 体 在 电磁 场 中 受 力 ， 则 它 的 应 力 与 电 
屏 场 有 关 。 这 个 问题 可 以 利用 样 条 边界 元 法 求解 。 


$1210 Ж Ж 
< 一 ) B Ak a 8 £ 65 9: q fE 
Uus ma 79) [ 3 Rf + J Is IT as \ 
(12.374) 
Porai за+ ате) 
式 中 fumcos@ fis=0 Ја = cos@ 
fs1=0 fss= 1 pe WR 
fai=1 fss=0 fa = 0 
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gii= -rP+(r? + pt)cos@—rpcos*0 


913= – pz+rzcos0 
Оза = rp – рсоѕ0 
Озу = rz— рг?соѕӣ 
Js= 2? 

Jı2= — P? +rpcos0 
9+: =r? ~ грсоѕӣ 


~ 


S+ = rz Js: = p2 
різ =n, P + асоѕ0 ~ 2n,pcos20 
Раз =n ,o+(niz—n,r)cos0 
Раз =n; p+acos0- 2n,pcos10 
Psi= -n, z+n,r—n,;pcos0 
Ps s =a-n,ipcos@ 
P i: = -а+2п,0соѕӣ 
з =a-— 2n,pcos0 

Pa =niz=nr  рфуу=п,р 
Qi = —rpa+[(rt+ pt)a+n,irtp]eos@0-— [гра 

— pn, (rt + 02 )2 ]со520 +n, rocoh 
qis= -P 20+ (гга + nipiz2)cos0— nrp zcossg， 
9:3 =rpa-n,irptcos0 —rpacos:0 
Qsi=rza- (pza-nirpz)cos0+ п, р? Zcosa0 
912 = – ра+ ғр(а+ пг? р)соѕӣ – п,пр2соѕ20 
QI i = 2а го(а+ пг? р)соѕ6 + п;грісоѕ20 
Q.s=rza-n,irpzcos@ 


Qs: =г2@—(рга— туг г)соз@ + пүрї%2созї@ 
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Jt h a=nir+n 2 
Ri=ri+ р? + z*t—2rpcos0 
Z= 2- Ё 
1 Cj) Es, 
Tus í. x 
sin (3,3) Єз: 
$,={(4,7):(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)} 
$а={(4,7):(1,2),(2,1),(2,3),(3,2) 
n fn; ATELA ФК ПИШЕ, BD 


n =Y 1-п} + n =n, 


(二 ) 扁 沉 的 简化 计算 方法 
扁 壳 的 基本 微分 方程 可 写成 下 列 形 式 ， 
Рү*ш =узр/К+ч 


} (12.375) 
у= - Ehy:w/R ў 
it ш=ш,(х,у)+ w (X,1 ) (12.376) 
其 中 wi; 为 下 列 方程 的 解 : 
Dvy‘wi=g (12.377) 
出 式 (12.375 ) 可 以 变 为 下 列 形式 
V:F= 0 А 
к=: (12,378) 
V:G=0 
At (х,у) = Dvy’:w;- g/R 
} (12.379) 
С(х,у) = ур+ Ehlw, + wa)/R 
ERT 


Vi:F=0 EQ 


ККЕ у } (12.380) 
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VaC=0 EQ 


8 } (12.381 » 
G=G er 
Dvy:ws=F+9/R EQ | 
V9=G- Ehw+w)/R co! (12,382 > 


и, = ш, p=p J 
式 中 为 扁 壳 挠 底 ，9% 为 扁 壳 应 力 函 数 ， 及 为 扁 党 曲率 半径 ， /为 
MEFE, ` 
如 果 边 界 值 已 知 ， 由 式 (12.379 ) 及 式 (12.380) 可 求 出 
下 及 C, 当 下 及 G 确 定 后 ， 利 用 样 条 边界 元 法 即 由 式 (12.382) 
求 出 w, 及 9 值 。 
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